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Re´sume´
Cette the`se de doctorat porte sur le calcul par la me´thode des e´le´ments finis du comportement
dynamique de re´servoirs e´lastiques pre´contraints contenant un liquide interne a` surface libre. Nous
conside´rons que la pression hydrostatique exerce´e par le fluide interne incompressible sur les parois
flexibles du re´servoir est a` l’origine de grands de´placements, conduisant ainsi a` un e´tat d’e´quilibre
non-line´aire ge´ome´trique. Le changement de raideur lie´ a` cet e´tat pre´contraint induit un de´calage des
fre´quences de re´sonances du proble`me de vibrations line´aires couple´es. L’objectif principal du travail
est donc d’estimer, par des approches nume´riques pre´cises et efficaces, l’influence des non-line´arite´s
ge´ome´triques sur le comportement hydroe´lastique du syste`me re´servoir/liquide interne autour de dif-
fe´rentes configurations d’e´quilibre. La me´thodologie de´veloppe´e s’effectue en deux e´tapes. La premie`re
consiste a` calculer l’e´tat statique non-line´aire par une approche e´le´ments finis lagrangienne totale. L’ac-
tion du fluide sur la structure est ici mode´lise´e par des forces suiveuses hydrostatiques. La deuxie`me
e´tape porte sur le calcul des vibrations couple´es line´arise´es. Un mode`le d’ordre re´duit original est
notamment propose´ pour limiter les couˆts de calcul associe´s a` l’estimation de l’effet de masse ajoute´e.
Enfin, divers exemples sont propose´s et compare´s a` des re´sultats de la litte´rature (issus de simulations
nume´riques ou d’essais expe´rimentaux) pour montrer l’efficacite´ et la validite´ des diffe´rentes approches
nume´riques de´veloppe´es dans ce travail.
Mots-cle´s : Interaction fluide-structure, Me´thode des e´le´ments-finis, Forces suiveuses hydrosta-
tiques, Pre´contrainte, Hydroe´lasticite´, Masse ajoute´e, Mode`le d’ordre re´duit
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Abstract
This doctoral thesis focuses on the calculation by the finite element method of the dynamic be-
havior of prestressed elastic tanks containing an internal liquid with a free surface. We consider that
the hydrostatic pressure exerted by the incompressible internal fluid on the flexible walls of the tank
causes large displacements, thus leading to a geometric non-linear equilibrium state. The change of
stiffness related to this prestressed state induces a shift in the resonance frequencies of the coupled
linear vibration problem. The main objective of the work is therefore to estimate, through precise and
efficient numerical approaches, the influence of geometric non-linearities on the hydroelastic behavior
of the reservoir/internal liquid system around different equilibrium configurations. The methodology
developed is carried out in two stages. The first one consists in calculating the non-linear static state
by a total Lagrangian finite element approach. The action of the fluid on the structure is modelled here
by hydrostatic following forces. The second step is the calculation of linearized coupled vibrations. In
particular, an original reduced order model is proposed to limit the calculation costs associated with
the estimation of the added mass effect. Finally, various examples are proposed and compared with
results from the literature (from numerical simulations or experimental tests) to show the effectiveness
and validity of the different numerical approaches developed in this work.
Keywords : Fluid-structure interaction, Finite element method, Hydrostatic follower forces, Pres-
tressing, Hydroelasticity, Added mass, Reduced order model
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Chapitre 1
Introduction
Ce chapitre d’introduction aborde les proble´matiques associe´es a` l’interaction fluide-structure
entre un re´servoir et un liquide interne a` surface libre. A partir d’une vue d’ensemble d’applica-
tions industrielles allant de la bio-me´canique a` l’ae´rospatial, nous soule`verons le cas particulier
du comportement hydroe´lastique de re´servoirs pre´contraints aborde´ dans la suite du manuscrit.
Cette pre´contrainte vient, par exemple, d’une pressurisation et peut eˆtre a` l’origine de de´calages
des fre´quences de re´sonance du syste`me. Celles-ci ne sont pas estime´es a` l’heure actuelle via les
approche line´aires classiques. L’originalite´ principale du travail consistera donc a` calculer un e´tat
d’e´quilibre non-line´aire ge´ome´trique d’un re´servoir pressurise´ par un fluide (liquide ou gaz) avant
l’analyse de son comportement dynamique. L’objectif est d’estimer l’influence d’une telle pre´con-
trainte sur les fre´quences couple´es hydroe´lastiques de l’ensemble re´servoir-liquide interne. Pour
cela, nous nous servirons de la me´thode des e´le´ments finis et d’approches par projection sur bases
re´duites.
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1.1 Contexte et applications industrielles
1.1.1 Mode´lisation du comportement me´canique de re´servoirs couple´s a` des li-
quides internes
Dans le cadre de cette the`se, nous e´tudions le comportement statique et dynamique de re´ser-
voirs pre´contraints 1 contenant un liquide interne a` surface libre via la me´thode des e´le´ments finis
(MEF). L’interaction fluide-structure entre un re´servoir e´lastique et son contenu fait encore l’objet
de nombreuses recherches, meˆme si les travaux pre´curseurs apparaissent de`s les anne´es soixante dans
le domaine ae´rospatial [1]. En effet, lors de la conception des re´servoirs de lanceurs ou de satellites,
l’influence du ballottement du carburant joue un roˆle significatif sur la dynamique du syste`me. Ce phe´-
nome`ne peut eˆtre a` l’origine d’e´checs ou de retards de missions spatiales (notons que pour un satellite,
sa dure´e de vie de´pend de la quantite´ de carburant disponible pour la correction de sa trajectoire). De
nombreuses autres applications industrielles sont aussi concerne´s par des proble´matiques d’interaction
fluide-structure avec un liquide interne a` surface libre (voir Fig. 1.1).
Figure 1.1 – Exemples de cas d’applications de re´servoirs contenant un fluide interne a` surface libre.
Nous proposons ci-apre`s des exemples non-exhaustifs d’applications ne´cessitant l’e´tude du compor-
tement statique et/ou dynamique de tels syste`mes. Ces cas sont cate´gorise´s dans un premier temps par
domaines industriels. En ae´ronautique le ballottement du ke´rose`ne contenu dans les ailes d’avions
peut avoir un impact sur le son comportement dynamique sous e´coulement [2] (ae´roe´lasticite´). D’autres
proble`mes portent sur le dimensionnement de syste`mes de controˆle actif des vibrations de structures
1. Pre´contrainte : L’e´tat pre´contraint est associe´ a` un e´tat d’e´quilibre statique avec prise en compte de non-line´arite´
ge´ome´triques (hors du cadre de l’hypothe`se classique des petites perturbations).
38
1.1. CONTEXTE ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES
minces, assimile´es a` une aile, en contacte avec un liquide interne [3]. Revenons dans le domaine de
l’ae´rospatial et en particulier sur le ballottement du carburant des re´servoirs de satellites en orbite.
Dans ce cas, les tensions superficielles jouent un roˆle important et difficile a` pre´voir, sur la dynamique
des liquides en micro-gravite´. Certains ont imagine´ des solutions base´es sur des membranes tre`s souples
pour amortir ce phe´nome`ne [4, 5, 6]. D’autres ont propose´ des e´tudes portant sur la forme des re´ser-
voirs ou sur des syste`mes de controˆle actif. Un autre effet, plus en lien avec les de´veloppements qui
vont suivre, concerne le couplage hydroe´lastique 2 entre les vibrations d’un re´servoir pressurise´ et le
fluide interne lors du de´collage. Diffe´rentes e´tudes montrent que l’effet d’une pressurisation peut avoir
une influence sur le comportement hydroe´lastique d’un re´servoir, tel qu’un de´acalage des fre´quences
de re´sonance [7]. Dans le domaine du transport routier, le ballottement peut modifier la dynamique
des ve´hicules transportant du liquide menant parfois a` des accidents de la route [8]. Certains s’inter-
essent au controˆle de ce type de ve´hicules avec une grande quantite´ de liquide [9] ou a` l’influence de la
forme du re´servoir sur le ballottement [10]. Les applications lie´es au transport maritime sont d’une
importance e´conomique et e´cologique cruciale. Par exemple, les conse´quences de l’impact de liquides
sur les parois internes de re´servoirs de me´thaniers peuvent eˆtre dramatiques en conduisant par exemple
a` la ruine de la structure. Estimer l’intensite´ du champ de pression maximale admissible lie´ a` l’impact
de la surface libre sur une paroi e´lastique est un sujet de recherche actuel [11, 12]. Dans le cadre du
ge´nie civil, les citernes contenant une immense quantite´ de carburant doivent re´sister a` des se´ismes
de grandes amplitudes. Dans certains cas, ces structures doivent re´sister a` des impacts d’avions [13].
Toujours dans ce domaine, l’e´tude de barrages en caoutchouc, pressurise´s a` l’eau ou au gaz, ne´cessitent
des e´tudes a` la fois statiques et dynamiques autour de l’e´tat pre´contraint pour leur dimensionnement
[14, 15, 16]. Enfin, en bio-me´canique, de nombreuses applications ne´cessitent l’e´tude du compor-
tement de mate´riaux tre`s souples (tels que des tissus organiques) en contact avec des liquides (par
exemple pour des e´tudes en lien avec l’œil, la vessie ou encore les disques inter-verte´braux avec li-
quide interne). Dans ce cadre, nous pouvons citer les travaux traitant de la pre´diction de la position
d’organes pelviens [17] ou d’instillation de la vessie [18] (traitement contre le cancer). En dynamique,
la vibration d’une re´plique de corde vocale [19] ou les vibrations d’un œil avec un glaucome [20] ne´-
cessitent l’estimation d’une pre´contrainte avant une analyse dynamique couple´e. Au travers de toutes
ces applications, nous voyons clairement que l’e´tude des phe´nome`nes me´caniques entre re´servoirs et
2. Hydroe´lasticite´ : Phe´nome`ne de´crivant les vibrations d’une structure couple´es a` celles d’un fluide incompressible
interne ou externe.
39
1.1. CONTEXTE ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES
liquides internes peuvent eˆtre de diffe´rentes natures. Nous verrons en section suivante que certains
phe´nome`nes peuvent eˆtre de´couple´s en fonction de la plage de fre´quence d’inte´reˆt.
Dans la suite de ce travail, nous nous inte´ressons uniquement a` la dynamique de re´servoirs avec
liquide interne autour d’un e´tat d’e´quilibre. Cette the`se n’aborde donc pas le cas des liquides en
e´coulement [21]. De plus, nous nous inte´ressons aux applications pour lesquelles la structure subit
une pre´contrainte due a` des non-line´arite´s ge´ome´triques. Nous choisissons ci-dessous d’illustrer la
proble´matique avec une application spatiale. Un lanceur comme Ariane 5, d’une masse totale de
750 tonnes au de´collage, est constitue´ a` 90 % de ses re´servoirs et d’ergol liquide. La pre´diction des
vibrations hydroe´lastiques est donc un enjeu crucial pour le de´roulement du lancement, compte tenu
des actions me´caniques colossales ne´cessaires lors du de´collage et du couˆt e´conomique investi pour
l’envoie d’une charge utile (voir Fig. 1.2). Dans le futur, l’utilisation de parois de plus en plus fines et
de mate´riaux souples peuvent ne´cessiter la prise en compte des non-line´arite´s mate´riau et ge´ome´trique
dans la mode´lisation.
Figure 1.2 – Illustration des action me´caniques lors du de´collage d’un lanceur.
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Cadre applicatif de la the`se
Parmi tous les exemples d’application propose´s, nous nous restreignons aux re´servoirs e´las-
tiques avec un liquide interne initialement au repos. Nous faisons en particulier l’hypothe`se que la
structure vibre autour d’un e´tat d’e´quilibre statique pre´contraint. C’est a` dire que l’e´tat d’e´qui-
libre du re´servoir soumis a` une charge statique (pressurisation d’un gaz ou champ de pression
hydrostatique) est suffisamment grand pour changer la raideur de la structure. Les applications
concerne´es par ces hypothe`ses sont le ge´nie-civil, la biome´canique et le domaine de l’ae´rospatial.
1.2 Enjeux de la the`se : hydroe´lasticite´ et e´tat pre´contraint
1.2.1 Dynamique d’un syste`me fluide-structure autour d’e´tats d’e´quilibre sta-
tiques
La dure´e d’un de´collage de lanceur est de l’ordre de quelques minutes. C’est la dure´e durant laquelle
le re´servoir se vide de ces ergols pour ge´ne´rer la propulsion de gaz par combustion. A l’e´chelle des
sollicitations dynamiques que subit un re´servoir (> 10 Hz) la dure´e de vidange est suffisamment lente
pour eˆtre conside´re´e quasi-statique. Nous appelons τ le rapport entre le volume de fluide disponible
et le volume de fluide au de´collage. Les e´tudes que nous proposons s’effectue alors pour un τ suppose´
fige´ vis-a`-vis de la dynamique du syste`me (voir Fig. 1.3).
Figure 1.3 – Dynamique du proble`me couple´ conside´re´ a` chaque taux de vidange donne´.
Une difficulte´ rencontre´e lors de la mode´lisation concerne la prise en compte des mouvements de
corps rigides [22]. Pour simplifier nos de´veloppements, nous conside´rons que la structure est encastre´e
sur une partie de son bord dans la suite de ce manuscrit (voir Fig. 1.4). Nous serons alors en mesure
41
1.2. ENJEUX DE LA THE`SE : HYDROE´LASTICITE´ ET E´TAT PRE´CONTRAINT
de nous concentrer sur l’influence de la pre´contrainte sur le comportement dynamique sans prendre
en compte les modes de corps rigides.
Figure 1.4 – Non prise en compte des mouvements de corps rigides dans la suite de l’e´tude.
1.2.1.1 Ballottement, hydroe´lasticite´ et e´changes d’e´nergies
Lors de l’excitation dynamique d’un re´servoir rempli de liquide autour d’un e´tat d’e´quilibre sta-
tique, plusieurs phe´nome`nes physiques bien distincts sont rencontre´s. Ces phe´nome`nes sont a priori
assez de´couple´s et peuvent eˆtre re´pertorie´s en plusieurs cate´gories. La premie`re concerne les modes
dits de ballottement lie´s a` la gravite´ 3, qui sont a` tre`s basse fre´quence (< 1 Hz). De nombreux mode`les
de´crivant la dynamique du ballottement existent dans la litte´rature [1, 23]. En fonction du niveau de
description requis, le ballottement peut eˆtre mode´lise´ par des syste`mes masses-ressorts ou pendulaires
(voir Fig. 1.5), des mode`les de fluide potentiel, ou les e´quations de Navier-Stokes en milieux dipha-
siques. Ces modes de ballottement existent a` moyenne et haute fre´quence, mais les e´nergies potentielles
de la surface libre mis en jeux sont ge´ne´ralement ne´gligeables par rapport aux autres phe´nome`nes vi-
bratoires. C’est l’une des raisons pour laquelle ce phe´nome`ne ne sera pas de´veloppe´ dans la suite du
manuscrit.
Figure 1.5 – Exemples de mode`les masse-ressort ou pendulaire associe´s au ballottement.
3. La prise en compte de la gravite´ est a` l’origine des modes de ballottement en dynamique.
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La deuxie`me cate´gorie porte sur les modes dits hydroe´lastiques pour lesquels les modes de ballot-
tement seront ne´glige´s. Les e´changes pre´ponde´rants d’e´nergie s’effectuent entre l’e´nergie cine´tique du
fluide incompressible et les e´nergies potentielle et cine´tique de la structure. Dans ce cas, nous pouvons
faire l’hypothe`se que la fluctuation de pression au niveau de la surface libre est nulle. Notons que c’est
ce phe´nome`ne qui sera e´tudie´ au cours de ce travail (voire Fig. 1.6).
Figure 1.6 – Dynamique des lanceurs et caracte´risation du comportement dynamique.
Il existe des situations pour lesquelles les phe´nome`nes de ballottement et d’hydroe´lasticite´ se
couplent. Dans ce cas, nous parlons d’hydroe´lasticite´ avec gravite´. Ils sont plutoˆt rares dans la litte´ra-
ture et sont classiquement associe´s a` une dynamique de la structures tre`s basse fre´quence (structure
tre`s fine ou tre`s e´lance´e). Ce phe´nome`ne a e´te´ aborde´ dans le cadre de mon stage de Master [24] ante´-
rieur a` la the`se (voir Fig. 1.7). De plus, un travail de synthe`se du couplage entre la gravite´ et l’e´lasticite´
d’un re´servoir est propose´ dans [22]. Nous ne reviendrons pas sur ce phe´nome`ne de couplage dans le
cadre de cette the`se.
Figure 1.7 – Simulation du couplage hydroe´lastique avec gravite´ base´e sur une expe´rience [25].
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Hydroe´lasticite´ et plage de fre´quence d’inte´reˆt
En de´finitif, le phe´nome`ne dynamique d’interaction fluide-structure e´tudie´ dans ce travail
concerne le comportement hydroe´lastique sur une plage d’inte´reˆt supe´rieur a` 10 Hz (voir Fig.
1.8). Dans la suite de ce manuscrit, nous ne prendrons pas en compte les effets de gravite´ sur
la dynamique line´arise´e. Les structures e´tudie´es seront suppose´es encastre´es sur une partie du
bord pour simplifier les e´quations vis-a`-vis des mouvements de corps rigides. De plus, le fluide est
suppose´ incompressible. Aucun phe´nome`ne vibro-acoustique n’est pris en compte dans la suite du
travail.
Figure 1.8 – Plage de fre´quence d’inte´reˆt.
1.2.2 Enjeux de la the`se et proble´matique : prise en compte d’une pre´contrainte
Les proble´matiques re´centes de re´duction de masse et d’inte´grations de nouveaux mate´riaux amor-
tissant [26] ou mate´riaux intelligents [27] soule`vent des enjeux sortant du cadre de ce travail. Le
principal objectif de la the`se est d’e´tudier le comportement dynamique line´arise´ d’un re´servoir partiel-
lement rempli de liquide, autour d’un e´tat pre´contraint. Nous nous inte´ressons donc a` la re´ponse d’un
syste`me re´servoir-liquide, sollicite´ par une source d’excitation harmonique, sur une plage de fre´quence
donne´e. Nous souhaitons estimer en particulier les fre´quences de re´sonance, pour lesquelles les ampli-
tudes des re´ponses dynamiques du syste`me fluide-structure peuvent eˆtre importantes et donc conduire
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par exemple a` l’endommagement de la structure (voir Fig.1.9).
Figure 1.9 – Syste`me re´servoir-liquide et re´ponse en fre´quence.
Ces fre´quences de´pendent de nombreux parame`tres : le mate´riau du re´servoir, ces conditions aux
limites ou encore la quantite´ de liquide qu’il contient. Un re´sultat bien connu de l’hydroe´lasticite´ li-
ne´aire montre qu’en pre´sence d’un liquide incompressible, les fre´quences de re´sonances diminuent. Ce
phe´nome`ne s’explique compte tenu de la prise en compte de l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´ : c’est
ce qu’on appelle l’effet de masse ajoute´e.
Cependant, nous faisons l’hypothe`se que la structure est dans un e´tat pre´contraint. Cette pre´con-
trainte peut eˆtre cause´e par l’action du champ de pression hydrostatique du fluide sur la structure
ou par pressurisation du re´servoir. Quelle serait l’influence d’une pre´contrainte sur le comportement
dynamique ? Nous appellerons dans la suite ”´etat pre´contraint” la configuration d’e´quilibre statique
prenant en compte les non-line´arite´s ge´ome´triques et de forces suiveuses. C’est a` dire que le de´pla-
cement induit par une charge statique est suffisamment grand pour que cet e´tat soit en dehors de
l’hypothe`se des petites perturbations. Dans ce cas, la raideur de la structure est modifie´e et il devient
difficile de pre´dire l’influence de cette pre´contrainte sur le comportement dynamique du syste`me (voir
Fig. 1.10).
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Figure 1.10 – E´tat pre´contraint de la structure e´lastique cause´e par l’action du fluide interne.
Proble´matique
Peut-on quantifier, avec un outil nume´rique, l’influence d’une pre´contrainte sur le comportement
dynamique d’une structure e´lastique contenant un liquide interne a` surface libre ?
Approche propose´e
Nous avons choisi de de´velopper dans ce travail une approche en deux e´tapes :
• E´tape 1 : Calcul d’un e´tat statique non-line´aire ;
• E´tape 2 : Calcul des vibrations hydroe´lastiques couple´es line´arise´es.
Pour ce faire, nous nous basons sur un code e´le´ments-finis de´veloppe´ au cours de la the`se.
Figure 1.11 – Approche propose´e en deux e´tapes.
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1.3 Approche propose´e et contenu des chapitres
Cette the`se est donc consacre´e a` la mode´lisation et a` la simulation du comportement dynamique
de re´servoirs pre´contraints. L’originalite´ principale est de prendre en compte les non-line´arite´s ge´ome´-
triques d’un e´tat statique dans nos mode`les et d’e´tudier son influence sur la dynamique line´arise´e de
l’ensemble. Ainsi, nous proposons une approche qui se de´compose en deux parties (voir Fig. 1.11) :
• Le calcul d’un e´tat pre´contraint en statique non-line´aire ;
• Le calcul des vibrations couple´es line´arise´es autour de l’e´tat pre´contraint.
Partie 1 : Cette premie`re partie porte uniquement sur le calcul de l’e´tat pre´contraint. Nous sommes
donc sur des proble`mes statiques non-line´aires dans lesquelles le fluide, sous re´serve d’hypothe`ses, est
mode´lise´ par des forces suiveuses statiques (uniformes ou hydrostatiques). Deux chapitres sont pro-
pose´s : l’un concerne la re´solution d’un proble`me d’ordre complet et l’autre propose une approche
originale par re´duction de mode`le a priori :
- Chapitre 2 :Calcul de l’e´tat d’e´quilibre statique non-line´aire ge´ome´trique avec forces
suiveuses hydrostatiques - A partir d’une synthe`se bibliographique de travaux existants en
statique non-line´aire, nous pre´sentons les points cle´s du calcul de l’e´tat pre´contraint de re´ser-
voirs avec liquide interne. Ce chapitre se base sur la prise en compte de forces suiveuses dans
l’e´criture de la formulation variationnelle et sur l’utilisation de la me´thode des e´le´ments finis en
grandes transformations. Une approche incre´mentale quasi-statique est propose´e et des algo-
rithmes (me´thode de Newton-Raphson et me´thodes de continuations) y sont de´veloppe´es. Une
des originalite´s de ce chapitre consiste a` utiliser une me´thode de ligne de niveau pour l’inte´gra-
tion nume´rique d’ope´rateurs e´le´ments finis. Ces ope´rateurs (scalaires, vectoriels et matriciels)
de´pendent d’une interface fluide-structure non-co¨ıncidente avec la discre´tisation de la structure
au cours d’une transformation. De nombreux exemples nume´riques y sont propose´s montrant
l’efficacite´ de l’approche et la validite´ de notre code e´le´ments finis de´veloppe´. Ainsi, cet e´tat
d’e´quilibre non-line´aire, de´fini comme e´tat pre´contraint, peut eˆtre utilise´ tel quel dans la Partie
2 consacre´e a` la pre´diction du comportement dynamique line´arise´ autour de l’e´tat d’e´quilibre
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du syste`me fluide-structure pre´contraint.
- Chapitre 3 : E´quilibre statique non-line´aire ge´ome´trique avec forces suiveuses uni-
formes par construction d’une base re´duite PGD a priori - Au meˆme titre que pour
le chapitre 2, ce troisie`me chapitre aborde le calcul d’un e´quilibre statique non-line´aire avec
forces suiveuses. Son originalite´ se base sur l’utilisation de la Proper Generalized Decomposi-
tion (PGD) a priori pour construire une base re´duite d’un proble`me non-line´aire ge´ome´trique
avec forces suiveuses. L’hypothe`se fondamentale consiste a` supposer que la solution approche´e
peut eˆtre de´compose´e en une se´rie de produits de fonctions a` variables se´pare´es. Cette forme est
ensuite introduite dans les e´quations non-line´aires, e´crites sous forme variationnelle, avant la
re´solution. De ce fait, le nombre de proble`mes a` re´soudre est re´duit car il de´pend du nombre de
termes de la se´rie. L’inte´reˆt d’une telle formulation permettrait a` terme (i) de ge´ne´rer une base
re´duite multiparame´trique sans re´soudre le mode`le d’ordre complet et (ii) de pouvoir construire
une solution rapproche´e en temps re´el. Ne´anmoins, a` l’heure actuelle, meˆme si nous ne conside´-
rons qu’un parame`tre de pression uniforme, la prise en compte de non-line´arite´s ge´ome´triques
conduit a` une formulation complexe sur l’aspect technique : a` la fois lors de la formulation, de
la discre´tisation et de la re´solution des sous-proble`mes qui en de´coulent. Les re´sultats montrent
la faisabilite´ d’une telle approche et son potentiel dans le cadre du calcul statique non-line´aire.
Cette de´marche n’est pas classique et soule`ve encore de nombreuses proble´matiques inte´res-
santes a` explorer.
Partie 2 : La seconde partie de la the`se est consacre´e aux vibrations couple´es line´arise´es autour de
l’e´tat pre´contraint. A partir des me´thodes de´veloppe´es en Partie 1, nous sommes dans une situation
ou` l’e´tat d’e´quilibre non-line´aire du re´servoir est connu. Deux chapitres y sont propose´s. Le premier
porte sur un rappel des formulations couple´es hydroe´lastiques classiques. L’une d’entre elle fait ap-
paraˆıtre une matrice de masse ajoute´e, couˆteuse a` calculer et a` stocker, et pouvant conduire a` des
e´tudes dynamiques prohibitives en temps de calcul. Une extension vers une approche par projection
sur base se`che permet de construire une matrice re´duite de masse ajoute´e et re´duire ainsi de fac¸on
significative le temps de calcul. L’autre chapitre rassemble les pie`ces du puzzle e´tant donne´ que nous
nous servirons des re´sultats du chapitre 1 et du chapitre 4. Ce dernier chapitre apporte une re´ponse a`
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la proble´matique de l’estimation de l’influence d’une pre´contrainte sur le comportement hydroe´lastique
d’un re´servoir.
- Chapitre 4 : Vibrations hydroe´lastiques line´aires : Calcul de la matrice de masse
ajoute´e par projection sur base de la structure in vacuo - A partir d’une synthe`se biblio-
graphique sur l’utilisation de me´thodes nume´riques existantes en interaction fluide-structure,
nous rappelons quelques approches pour le calcul des vibrations hydroe´lastique (sans pre´con-
trainte) : en particulier les approches en de´placement/pression ou de´placement/potentiel de
de´placements. Ces deux me´thodes peuvent se ramener a` un proble`me aux valeurs propres sur
les degre´s de liberte´ de la structure avec la construction d’une matrice de masse ajoute´e. Cette
matrice a` l’avantage de contenir l’information de l’e´nergie cine´tique du fluide incompressible
de´place´. Ne´anmoins, pour un grand nombre de degre´s de liberte´, la construction de celle-ci
devient prohibitive en me´moire et en temps de calcul. C’est pour cela que nous nous sommes
inte´resse´s a` une approche par projection du proble`me sur base de structure se`che (ou in vacuo).
Nous montrons que la formulation de cette me´thode permet de re´duire le temps de calcul. Ce
temps de calcul re´duit de´pend tout de meˆme du nombre de modes sur une plage de fre´quence
d’inte´reˆt. Une comparaison entre les deux me´thodes, base´e sur un exemple issu d’une expe´rience
de la litte´rature, montre le gain en temps de calcul et la validite´ de l’approche.
- Chapitre 5 :Vibrations hydroe´lastiques autour d’un e´tat pre´contraint - Le dernier cha-
pitre de cette partie aborde la construction du proble`me couple´ hydroe´lastique, sans gravite´, par
projection sur une base de modes propres de la structure in vacuo (ou structure se`che). Quelque
soit l’e´tat de pre´contrainte, l’approche s’inspire de ce qui est fait dans le cadre de proble`mes
semi-analytiques pour des structures simples (cylindres ou plaques). L’e´tude de convergence
sur un proble`me simple montre la validite´ de l’approche. Cette approche est ensuite e´tendue
a` des structures plus re´alistes montrant la faisabilite´ de celle-ci. De nombreuses perspectives,
de´taille´s dans ce chapitre, sont alors envisage´s pour le dimensionnement de futurs re´servoirs de
plus souples et plus le´gers.
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1.4 Contributions originales de la the`se et valorisations
Les travaux de´veloppe´s dans le cadre de cette the`se ont donne´ lieu a` des re´sultats originaux.
Certains ont fait l’objet de publications dans un journal international, des confe´rences nationales et
internationales. Nous pouvons lister ci-dessous les contributions majeures du travail :
• Nous proposons des re´sultats de proble`mes non-line´aires avec forces suiveuses hydrostatiques
dans le cadre de structures en 3D. Un travail de de´coupage d’e´le´ments quadratiques courbes a`
8 nœuds y est porpose´ [28, 29, 30]. Ce de´coupage est utilise´ par une me´thode de ligne de niveau
pour inte´grer des ope´rateurs partiellement mouille´e sur l’interface fluide-structure.
• Une approche de re´duction de mode`le PGD 4 a priori a e´te´ formule´e pour la re´solution d’un
proble`me non-line´aire ge´ome´trique avec forces suiveuses [31]. Il n’existe que tre`s peu d’articles
sur les non-line´arite´s ge´ome´triques via la PGD a priori. Aucun d’entre eux ne prend en compte
les forces suiveuse a` ce jour. Nous proposons au sein de ce manuscrit toutes les cle´s pour for-
muler et imple´menter les ope´rateurs ne´cessaires a` la re´solution d’un tel proble`me.
• Nous proposons une formulation hydroe´lastique par projection sur base se`che avec prise en
compte de la pre´contrainte. Cette approche permet de construire un proble`me hydroe´lastique
re´duit faisant apparaitre une matrice de masse ajoute´e re´duite. Nous montrons au travers d’une
comparaison entre nos re´sultats et des re´sultats expe´rimentaux de la litte´rature, la validite´ et
l’efficacite´ de cette approche [32] par rapport a` la construction d’une matrice de masse du
proble`me global [33]. Notons que la prise en compte des pre´contraintes est estime´e via cette
contribution.
• Un code calcul nomme´ PELICAN 5 a e´te´ entie`rement imple´mente´ sous matlab. La cre´ation de ce
code de A a` Z a e´te´ particulie`rement formateur. Il de´montre la volonte´ de maˆıtriser l’inte´gralite´
de nos formulations. Meˆme si de nombreux outils nume´riques libres existants sont disponibles
(Code aster, FEniCS, FreeFEM++, etc ...), l’objectif e´tait de pouvoir de´velopper de nouvelles
4. PGD : Proper Generalized Decomposition
5. PELICAN : Programme E´Le´ments finis pour Interaction fluide-structure et Couplage Avec Non-line´arite´
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me´thodes difficiles a` imple´menter dans des codes existants. Par exemple la continuation avec
force suiveuse hydrostatique, la me´thode de ligne de niveau sur e´le´ments quadratiques ou l’ap-
proche PGD a priori en non-line´aire ge´ome´trique. Ce prototype de code a aussi contribue´ a`
d’autres travaux au sein du laboratoire. En particulier il a e´te´ utilise´ pour la construction d’ope´-
rateurs line´aires tangents d’e´lastome`res pre´contraints [34, 35].
Valorisation des travaux
Nous re´capitulons ci-dessous les contributions en termes de communications scientifiques qui
ont contribue´ a` la diffusion des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit :
• Un article dans une revue internationale [30] ;
• Trois actes de confe´rences internationales [29, 33, 32] ;
• Deux actes de confe´rences nationales [28, 31] ;
• 5 prix de journe´es jeunes chercheurs :
— prix du meilleur poster JJCAB 2017 (vibrations) ;
— prix de la meilleure pre´sentation CSMA juniors 2018 (calcul des structures) ;
— prix de la meilleure pre´sentation JJCAB 2018 (vibrations) ;
— prix de la meilleure pre´sentation au CSMA juniors 2019 (calcul des structures) ;
— prix du meilleur code au concours de code CSMA juniors 2019 (calcul des structures) ;
• Finaliste national de Ma The`se en 180 secondes 2019 (vulgarisation scientifique) ;
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Premie`re partie
E´tat d’e´quilibre non-line´aire
ge´ome´trique d’un re´servoir rempli de
liquide
53

Chapitre 2
Calcul de l’e´tat d’e´quilibre statique
non-line´aire ge´ome´trique avec forces
suiveuses hydrostatiques
Ce second chapitre porte sur l’e´valuation de l’e´tat pre´contraint d’un re´servoir rempli de liquide
a` partir de la me´thode des e´le´ments finis. Trois points particuliers sont ainsi aborde´s. Le pre-
mier concerne l’expression du proble`me non-line´aire tridimensionnel dans lequel l’action du fluide
sur la structure est mode´lise´e par une force suiveuse hydrostatique. Nous de´taillons ensuite la
line´arisation du proble`me en explicitant les ope´rateurs tangents syme´triques associe´s aux non-
line´arite´s mate´riau, ge´ome´triques et de force suiveuses. Une me´thode originale de ligne de niveau
est finalement de´veloppe´e pour suivre l’e´volution quasi-statique de la surface mouille´e au cours
d’un remplissage de re´servoir. Cette me´thode est applique´e a` des e´le´ments d’interface courbes a`
8 nœuds. Les diffe´rents de´veloppements propose´s dans ce chapitre sont valide´s a` travers l’ana-
lyse d’exemples nume´riques montrant la convergence quadratique de l’algorithme de re´solution
non-line´aire.
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2.1 Introduction et e´tat de l’art
2.1.1 Calculer l’e´tat pre´contraint d’un re´servoir par la MEF
Ce chapitre concerne le calcul de l’e´quilibre statique non-line´aire de structures e´lastiques partiel-
lement remplies de liquide avec l’utilisation de la me´thode des e´le´ments finis (MEF). L’objectif est
d’e´valuer l’e´tat pre´contraint de re´servoirs flexibles en grandes transformations. Les re´sultats de ces
calculs seront utilise´s pour estimer l’influence de non-line´arite´s ge´ome´triques sur le comportement
dynamique line´arise´ de syste`mes fluide-structure pre´contraints. Par exemple, la pre´contrainte peut
ge´ne´rer un de´calage des fre´quences de re´sonances [36], qui n’est pas pris en compte dans les approches
classiques de vibrations hydroe´lastiques line´aires [37, 38]. Dans le cadre de cette e´tude purement sta-
tique, nous faisons l’hypothe`se que le liquide est non-visqueux, incompressible, au repos et sans tension
de surface. Son action me´canique sur la structure est mode´lise´e par un champ de pression suiveur hy-
drostatique (voir Fig. 2.1).
Figure 2.1 – Forces suiveuses hydrostatiques
La contribution majeure de ce chapitre est lie´e a` l’utilisation d’une me´thode de ligne de niveau [39]
pour l’inte´gration nume´rique des ope´rateurs EF (e.g. les vecteurs des efforts exte´rieurs et la matrice
tangente des forces suiveuses[40]). Ces ope´rateurs sont utilise´s dans les algorithmes de re´solution de
proble`mes non-line´aires.
Le calcul de l’e´tat d’e´quilibre non-line´aire de structures partiellement remplies de liquide ou de
gaz, par l’utilisation de la MEF, a e´te´ traite´ sous diffe´rents aspects dans la litte´rature. Dans les anne´es
2000, l’e´quipe de Schweizerhof a traite´ des cas avec des pressions qui de´pendent du volume du fluide
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[41] et des forces suiveuses hydrostatiques [42] en particulier pour l’e´tude des membranes pressurise´es
[43]. Toujours dans la meˆme e´quipe, l’e´tude de la stabilite´ de structures tre`s fines est propose´e dans
[44] et l’influence de la forme de syste`mes contenant de multiples re´servoirs remplis de liquides est
analyse´e dans [45]. L’un des points cle´s, commun a` cette litte´rature, repose sur l’expression d’une ma-
trice tangente syme´trique des forces suiveuses. Celle-ci est utilise´e lors d’une ite´ration de l’algorithme
de re´solution (e.g. me´thode de Newton-Raphson ou me´thodes de continuations). Dans notre cas, e´tant
donne´e l’hypothe`se d’incompressibilite´ du liquide, la variation de pression peut eˆtre exprime´e en fonc-
tion du de´placement de la structure a` l’interface fluide-structure, lors d’une e´tape de line´arisation. Par
conse´quent, aucun maillage volumique du fluide n’est ne´cessaire dans le cadre de ce chapitre. Ce type
d’approche a e´te´ utilise´e re´cemment dans [46] pour l’analyse de proble`mes instables de membranes
hypere´lastiques soumises a` un champ de pression hydrostatique, dans [47] pour l’e´tude de membranes
d’e´paisseurs non-uniformes et dans [48, 49] pour des analyses de proble`mes instables multiparame´-
triques. Nous pouvons citer [50] pour le calcul de l’e´quilibre de structures flottantes soumises a` un
champ de pression hydrostatique externe a` la structure. Enfin, une litte´rature utilisant une approche
base´e sur la the´orie des coques et plaques a e´te´ publie´e re´cemment dans [51].
Un des aspects novateurs de ce chapitre concerne la me´thode de ligne de niveau utilise´e pour l’in-
te´gration nume´rique des ope´rateurs ayant comme support la surface courante charge´e qui n’est plus
co¨ıncidente a` la ligne de contact au cours du chargement. Ce cas a e´te´ aborde´ pour des e´le´ments sur-
faciques line´aires dans [46, 50]. E´tant donne´ que nous utilisons des e´le´ments he´xae´driques a` 20 nœuds
pour mailler notre structure, nous proposons une imple´mentation originale de me´thode de ligne de
niveau sur des e´le´ments quadratiques courbes a` 8 nœuds. Cette me´thode nous permet d’obtenir (i)
une nouvelle position des points de Gauss et des poids de Gauss pour l’inte´gration nume´rique et (ii)
un support de maillage curviligne quadratique de la ligne de contact courante.
Le contenu du chapitre est le suivant. En Section 2.2, nous rappelons les e´quations non-line´aires,
continues et discre´tise´es par MEF, de structures e´lastiques soumises a` des forces suiveuses hydro-
statiques. Une formulation variationnelle de la structure tri-dimentionnnelle, base´e sur une approche
lagrangienne totale y est pre´sente´e. En Section 2.3, nous de´taillons l’expression des ope´rateurs obte-
nus lors d’une line´arisation du principe des travaux virtuels. Ces ope´rateurs seront utilise´s lors de la
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re´solution du syste`me line´aire tangent utilise´ dans les algorithmes de re´solution non-line´aire. Ensuite,
la Section 2.4 pre´sente quelques aspects nume´riques de´veloppe´s tels que l’utilisation de multiplica-
teurs de Lagrange pour re´soudre des proble`mes non-line´aires a` de´placements impose´s ou l’algorithme
de continuation pour passer des instabilite´s. En Section 2.5, nous pre´sentons la me´thode de ligne de
niveau utilise´e pour l’inte´gration nume´rique d’e´le´ments partiellement mouille´s. Enfin, en Section 2.6,
des exemples nume´riques sont analyse´s pour valider et montrer l’efficacite´ de nos de´veloppements.
2.2 Formulation du proble`me avec forces suiveuses
2.2.1 Configuration de re´fe´rence et configuration courante
La structure dite en configuration de re´fe´rence est de´finie par un domaine Ωs de R3 borne´ par une
surface ∂Ωs. Nous conside´rons deux types de surfaces, note´s ∂uΩs et ∂tΩs qui sont respectivement les
surfaces avec conditions aux limites en de´placement et en effort, tel que ∂Ωs = ∂uΩs ∪ ∂tΩs. Le vec-
teur position associe´ a` cette configuration est note´ en lettres majuscules tel que X = Xex+Y ey+Zez.
La structure dite en configuration courante est de´finie par un domaine ωs de R3, un domaine borne´
par une surface ∂ωs. Nous conside´rons deux types de surfaces, note´s ∂uωs et ∂tωs qui sont respective-
ment les surfaces avec conditions aux limites en de´placement et en effort, tel que ∂ωs = ∂uωs ∪ ∂tωs
avec ∂uωs. Le vecteur position associe´ a` cette configuration courante est note´ en lettres minuscules tel
que x = xex + yey + zez.
Au cours d’une transformation de la configuration de re´fe´rence vers la configuration courante, due
a` un chargement ou un de´placement impose´, nous de´finissons le de´placement u comme la diffe´rence
entre la position courante et la position de re´fe´rence d’un point mate´riel :
u = x−X (2.1)
avec u = u ex+v ey+w ez. Dans la suite, nous cherchons a` calculer u en tous points de la configuration
de re´fe´rence. Cette description est commune´ment associe´e a` une approche lagrangienne du mouvement.
Afin de mesurer la variation de de´placement entre deux points voisins par rapport a` une position
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courante, nous de´finissons le gradient eule´rien tel que :
gradu = ∂u
∂x
(2.2)
De la meˆme fac¸on, nous de´finissons le gradient lagrangien, qui mesure la variation de de´placement
entre deux points voisins de la configuration de re´fe´rence tel que :
Grad u = ∂u
∂X
(2.3)
Le gradient de la transformation est de´fini par :
F = Gradx = I+Gradu (2.4)
Enfin, nous introduisons le tenseur de Green-Lagrange E comme e´tant une mesure de de´formation
de´finie par :
E = 12(F
TF− I) (2.5)
avec FTF = C commune´ment appele´ tenseur de Cauchy Green droit. Ces de´finitions nous permettront
d’e´tablir les lois de comportement ne´cessaires au calcul des efforts internes en grandes transformations.
Pour plus de de´tails associe´s a` ces outils de mesure de de´formation nous pouvons nous re´fe´rer aux
ouvrages suivants [52, 53, 54, 55]
2.2.2 Charge suiveuse hydrostatique
Le liquide est suppose´ non-visqueux, incompressible, sans tension de surface et au repos. L’action
du fluide sur la structure est mode´lise´e par un champ de pression hydrostatique p(z, h) (voir Fig. 2.2).
Celle-ci est de´finie de fac¸on suivante :
p(x, h) = 0 si z ⩾ h
p(x, h) = −ρg(z − h) si z < h
(2.6)
avec ρf la masse volumique du fluide et h la hauteur de la surface libre. L’effort surfacique est porte´
par la normale exte´rieure n a` la surface courante charge´e note´e Σ.
2.2.3 Lois de comportement hypere´lastiques
Le solide est suppose´ homoge`ne, e´lastique et isotrope. Nous prenons en compte dans le mode`le les
grands de´placements et, si ne´cessaire, les grandes de´formations. Notons que dans le cas des grands
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Configuration de re´fe´rence Configuration courante
∂uΩs ∂uωs
∂tΩs
∂tωs
g
n
−p0n0
ex
ey
ez h : hauteur de fluide
−p(z, h)n p(z, h)
Surface mouille´e Σ
Figure 2.2 – Surfaces internes associe´es a` la configuration de re´fe´rence de la structure Ωs et aux
configurations courantes ωs. Le chargement est mode´lise´ par une pression suiveuse hydrostatique sur
la configuration courante.
de´placements et faibles de´formations, nous utilisons une loi de comportement hypere´lastique de Saint-
Venant Kirchhoff reliant le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff note´ S au tenseur de
de´formation de Green-Lagrange E :
S = 2µE+ λtr(E)I (2.7)
Cependant, dans le cas des grandes de´formations, une loi de comportement hypere´lastique quasi-
incompressible est plus adapte´e (par exemple pour des mate´riaux en caoutchouc ou des tissus orga-
niques). Ce type de loi suppose l’existence d’un potentiel d’e´nergie volumique note´ Ψ. Une approche
classique consiste a` se´parer ce potentiel en deux parties : un potentiel volumique Ψvol et un potentiel
isochore Ψiso. Ces lois font intervenir les invariants du tenseur modifie´ de Cauchy Green droitC = J
2
3C
avec J = det(F) et C = FTF. De cette fac¸on, le potentiel s’e´crit comme la somme suivante :
Ψ = Ψvol (J) + Ψiso
(︂
CI , CII
)︂
(2.8)
avec CI = CIC
− 13
III , CII = CIIC
− 23
III les deux premiers invariants de C et CI = tr(C), CII = 12 [tr2(C)−
tr(C2)] et CIII = det(C), les trois invariants de C. L’expression du tenseur des contraintes S s’obtient
par la de´rivation du potentiel Ψ par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit tel que :
S = 2∂Ψ
∂C (2.9)
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Notons que la de´rive´e seconde du potentiel permet d’obtenir le tenseur d’ordre 4 reliant la variation
de la contrainte ∆S par rapport a` la variation de la de´formation ∆E :
∆S = D : ∆E avec D = 4∂
2Ψ
∂C2 (2.10)
Re´fe´rences bibliographiques : Pour plus de pre´cisions sur l’expression de ces ope´rateurs et les lois
de comportement quasi-incompressibles, nous pouvons citer les re´fe´rences suivantes [56, 57, 58, 59]. De
plus, nous rappelons en Annexe A le de´tail des calculs pour les lois de comportement ne´o-hookeenne,
de Mooney-Rivlin et de Yeoh. Nous de´taillons en particulier en annexe les points suivants :
• l’expression de la de´rive´e premie`re des potentiels volumiques et isochores pour le calcul du
tenseur des contrainte S ;
• l’expression de la de´rive´e seconde des potentiels volumiques et isochores pour le calcul du
tenseur D d’ordre 4 ;
• l’e´criture de tous ces ope´rateurs, en notation de Voigt, utilise´s dans l’imple´mentation nume´rique.
2.2.4 E´quations locales et formulation variationnelle
Les e´quations locales de´finies sur la configuration courante ωs et le bord ∂ωs sont obtenues sous
re´serve des hypothe`ses de´finies pre´ce´demment. Pour ne pas alourdir les calculs, nous ne prendrons pas
en compte d’efforts volumiques. On a alors :
divσ = 0 dans ωs (2.11)
σ n = −p(x, h)n sur ∂tωs (2.12)
u = 0 sur ∂uωs (2.13)
avec σ le tenseur des contraintes de Cauchy. A partir des Eqs. (2.11), (2.12) et (2.13), la formulation
variationnelle en configuration courante est donne´e par la relation suivante :
∫︂
ωs
σ : δϵ dv = −
∫︂
∂tωs
δu · p(x, t)n ds, ∀ δu ∈ Cu (2.14)
avec δϵ = 12(grad δu+grad
Tδu), la partie syme´trique du gradient du de´placement virtuel par rapport
a` la configuration de courante, i.e. grad • = ∂•∂x et Cu l’espace des de´placements cine´matiquement
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admissibles de fonctions suffisamment re´gulie`res (δu = 0 sur ∂uωs). Cette formulation s’e´crit de fac¸on
classique en configuration de re´fe´rence sur Ωs et son bord ∂tΩs comme suit :
∫︂
Ωs
S : δE dV = −
∫︂
∂tΩs
δu · p0(x, t)n0 dS, ∀ δu ∈ Cu (2.15)
avec δE = 12(δFTF + F
T δF) le tenseur virtuel de Green-Lagrange, δF = Grad δu et Grad • = ∂•∂X .
Les champs p0 et n0 correspondent a` la pression et la normale exte´rieure ramene´es sur la surface de
re´fe´rence. L’expression 2.15 est e´quivalente a` celle du principe des travaux virtuels de´finie de fac¸on
suivante :
δWint(u, δu)− δWext(u, δu) = 0 ∀ δu ∈ Cu (2.16)
avec δWint l’e´nergie virtuelle interne et δWext l’e´nergie virtuelle externe :
δWint(u, δu) =
∫︂
Ωs
S : δE dV (2.17)
δWext(u, δu) = −
∫︂
∂tΩs
δu · p0(x, h)n0 dS (2.18)
Rappelons que dans le cas de forces suiveuses, le travail virtuel des efforts externes de´pend de la
position courante de la structure, donc du champ de de´placement inconnu u.
2.2.5 Notations de Voigt
Les notations de Voigt des tenseurs δE et S, note´s δ ˆ︁E et ˆ︁S, sont de´finis pour que le travail virtuel
des efforts internes s’e´crive sous la forme d’un produit de vecteurs :
δWint =
∫︂
Ω0
δ ˆ︁ETˆ︁S dV (2.19)
avec
δ ˆ︁E = [δE11 δE22 δE33 2δE12 2δE23 δ2E31]T (2.20)ˆ︁S = [S11 S22 S33 S12 S23 S31]T (2.21)
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Le vecteur δ ˆ︁E peut s’e´crire a` l’aide d’ope´rateurs diffe´rentiels note´s B et BNL de´taille´s en note de page 1
faisant apparaˆıtre de fac¸on explicite le vecteur δu tel que :
δ ˆ︁E = B δu+BNL(u) δu (2.23)
On en de´duit alors l’expression de l’e´nergie interne tel que :
δWint =
∫︂
Ω0
δuT[B +BNL(u)]Tˆ︁S dV (2.24)
Cette forme nous sera utile pour l’e´tape de discre´tisation.
2.2.6 Vecteur des efforts inte´rieurs
Conside´rons une discre´tisation spatial du domaine Ωs note´e Ωh. Les champs discre´tise´s e´le´ments
finis u et δu sont note´s respectivement uh et δuh tels que :
uh =
Nn∑︂
i=1
Ni(X)ui, δuh =
Nn∑︂
i=1
Ni(X)δui (2.25)
avec Nn le nombre de nœuds, Ni les fonctions de formes e´le´ments finis et ui = [ui viwi]T les vecteurs
des inconnues nodales en chaque nœud (de meˆme pour δui). Chacun de ces vecteurs peut s’e´crire sous
forme matricielle sous la forme :
uh = Nq, δuh = Nδq (2.26)
avec N une matrice de fonctions de formes de taille (3 × 3Nn) et q = [uT1 ,uT2 . . .uTNn ]T un vecteur
d’inconnues nodales de taille (3Nn × 1) (de meˆme pour δq). A cette e´tape, nous pouvons introduire
les matrices des de´rive´es des fonctions de forme B et BNL de´finies par :
B = BN (2.27)
BNL(q) = BNL(uh)N (2.28)
1. Ope´rateurs diffe´rentiels line´aires B et BNL :
B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂
∂X
0 0
0 ∂
∂Y
0
0 0 ∂
∂Z
∂
∂Y
∂
∂X
0
0 ∂
∂Z
∂
∂Y
∂
∂Z
0 ∂
∂X
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , BNL =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂u
∂X
∂
∂X
∂v
∂X
∂
∂X
∂w
∂X
∂
∂X
∂u
∂Y
∂
∂Y
∂v
∂Y
∂
∂Y
∂w
∂Y
∂
∂Y
∂u
∂Z
∂
∂Z
∂v
∂Z
∂
∂Z
∂w
∂Z
∂
∂Z
∂u
∂X
∂
∂Y
+ ∂u
∂Y
∂
∂X
∂v
∂X
∂
∂Y
+ ∂v
∂Y
∂
∂X
∂w
∂X
∂
∂Y
+ ∂w
∂Y
∂
∂X
∂u
∂Y
∂
∂Z
+ ∂u
∂Z
∂
∂Y
∂v
∂Y
∂
∂Z
+ ∂v
∂Z
∂
∂Y
∂w
∂Y
∂
∂Z
+ ∂w
∂Z
∂
∂Y
∂u
∂Z
∂
∂X
+ ∂u
∂X
∂
∂Z
∂v
∂Z
∂
∂X
+ ∂v
∂X
∂
∂Z
∂w
∂Z
∂
∂X
+ ∂w
∂X
∂
∂Z
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.22)
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Ainsi, l’expression des travaux virtuels discre´tise´s des efforts internes s’e´crit a` partir de l’ Eq. (2.24)
et des matrices B et BNL sous forme suivante :
δW hint = δqTFint(q) avec Fint(q) =
∫︂
Ωh
[B+BNL(q)]Tˆ︁S dV (2.29)
faisant apparaˆıtre explicitement le vecteur des efforts inte´rieurs note´ Fint(q). Ce vecteur de´pend de
fac¸on non-line´aire du vecteur inconnu q dans la mesure ou l’ope´rateurBNL contient des termes line´aires
par rapport a` uh et ˆ︁S contient des termes quadratiques pour la loi de Saint-Venant Kirchhoff (voir
Annexe A pour un cas plus ge´ne´ral).
Remarque sur la construction de Fint : La construction de cet ope´rateur s’effectue a` l’aide
d’e´le´ments tri-dimensionnels iso-parame´triques [60, 61]. Un calcul de matrice e´le´mentaire, base´ sur
une inte´gration par points de Gauss, est effectue´ sur un e´le´ment de re´fe´rence et un assemblage sur
l’ensemble des e´le´ments conduit au vecteur des efforts inte´rieurs global (voir 2.3).
Figure 2.3 – Discre´tisation EF avec e´le´ments hexae´driques a` 20 noeuds.
2.2.7 Vecteur des efforts exte´rieurs
Pour exprimer le vecteur des efforts exte´rieurs note´ Fext, nous conside´rons l’expression du travail
virtuel des efforts exte´rieurs discre´tise´ sur la configuration courante tel que :
δW hext = −
∫︂
Σh
δuh · pn ds (2.30)
= ρg
∫︂
Σh0
δuh ·
(︂
zh − h
)︂
(xh,ξ × xh,η) dS (2.31)
= δqTFext (2.32)
avec Σh la surface charge´e discre´tise´e en configuration courante et Σh0 est la surface EF parame´tre´e
par (ξ, η) avec dS tel que dS = dξdη. Son expression ramene´e sur la surface de la configuration de
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re´fe´rence discre´tise´e s’e´crit de la fac¸on suivante :
Fext =
∫︂
∂fΩh
p(xh)NT(xh,ξ ∧ xh,η) dS (2.33)
Remarque sur la construction de Fext : Au meˆme titre que les efforts internes, le calcul des efforts
exte´rieurs se fait a` un niveau e´le´mentaire, mais sur des e´le´ments iso-parame´triques surfaciques. Un
assemblage sur l’ensemble des e´le´ments de la surface charge´e aboutit au vecteur des efforts exte´rieurs
global Fext.
Remarque sur l’inte´gration par points de Gauss : Une attention particulie`re doit eˆtre porte´e
a` la construction des ope´rateurs e´le´mentaires obtenus par inte´gration par points de Gauss. En effet, le
mode`le du champ de pression contient une discontinuite´ du gradient de pression en z = h. Il existe des
e´le´ments surfaciques dit ”partiellement mouille´s” ne´cessitant l’utilisation d’une ligne de niveau pour le
calcul de Fext.
2.2.8 Expression du proble`me EF non-line´aire discre´tise´
La discre´tisation EF de la formulation variationnelle en configuration de re´fe´rence conduit a`
l’expression de l’e´quation d’e´quilibre non-line´aire discre´tise´e suivante :
Fint(q)− Fext(q) = 0 (2.34)
avec Fext et Fint les vecteurs d’efforts exte´rieurs et inte´rieurs. Dans la suite, nous proposons de
re´soudre cette e´quation par une me´thode de Newton-Raphson. Pour ce faire, il est ne´cessaire de
line´ariser le principe des travaux virtuels afin d’exprimer les proble`mes line´aires tangents et les
matrices de raideurs tangentes.
2.3 Line´arisation des travaux virtuels internes et externes
2.3.1 Notations associe´es a` la line´arisation
Dans la suite de ce manuscrit, nous utilisons la notation ”∆” pour faire re´fe´rence a` la line´arisation
d’une fonction ou d’un ope´rateur, par rapport a` une variation de de´placement ∆u. Ainsi, nous rappe-
lons ci-dessous, les expressions de E, de δE associe´es a` leurs line´arisations respectives ∆E et ∆δE, en
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fonction de u, ∆u et du champ virtuel δu, tels que :
E = 12(Gradu+Grad
Tu+GradTuGradu) (2.35)
∆E = 12(Grad∆u+Grad
T∆u+GradT∆uGradu+GradTuGrad∆u) (2.36)
δE = 12(Gradδu+Grad
Tδu+GradTδuGradu+GradTuGradδu) (2.37)
∆δE = 12(Grad
TδuGrad∆u+GradT∆uGradδu) (2.38)
Pour ne pas alourdir les notations, nous admettons de fac¸on implicite les de´pendances suivantes :
E = E(u), ∆E = ∆E(u,∆u), δE = δE(u, δu) et ∆δE = ∆δE(∆u, δu). De plus, les tenseurs δE et
∆E sont de la meˆme forme. Le tenseur des contraintes S est relie´ a` E par la loi de comportement donc
S = S(u) et la variation ∆S = ∆S(u,∆u) car ∆S = D : ∆E.
Pour les lois de comportement hypere´lastiques quasi-incompressibles, D = D(u) (alors que pour la
loi de comportement de Saint-Venant Kirchhoff, D est constant).
2.3.2 Line´arisation des travaux virtuels internes
La line´arisation de Eq. (2.17) s’e´crit, dans notre cas, sous la forme de deux termes distincts tels
que :
∆δWint(∆u, δu) = ∆δWg(∆u, δu) + ∆δWm(∆u, δu) (2.39)
avec :
∆δWg(∆u, δu) =
∫︂
Ωs
∆δE : S dV (2.40)
∆δWm(∆u, δu) =
∫︂
Ωs
δE : ∆S dV (2.41)
avec ∆S et ∆δE les formes line´arise´es de S et de δE, par rapport a` une variation de de´placement ∆u.
Les ope´rateurs ∆δWg et ∆δWm sont des formes biline´aires syme´triques en ∆u et δu et repre´sentent
respectivement la raideurs ge´ome´trique et la raideur mate´riau, contribuant a` la raideur globale du
syste`me. En effet, d’apre`s l’Eq. (2.10), l’expression de la raideur mate´riaux peut s’e´crire sous la forme
suivante :
∆δWm(∆u, δu) =
∫︂
Ωs
δE : D : ∆E dV (2.42)
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Remarque : Le tenseur D est syme´trique, il y a donc e´galite´ entre ∆δWm(∆u, δu) et δ∆δWm(δu,∆u).
Le tenseur ∆δE e´tant syme´trique d’apre`s Eq. 2.38, nous pouvons directement en de´duire la syme´trie
de la forme ∆δWg.
2.3.3 Ope´rateurs de raideur avec notations de Voigt
Notons ∆ˆ︁E la forme de Voigt du tenseur ∆E tel que :
∆ˆ︁E = [∆E11 ∆E22 ∆E33 2∆E12 2∆E23 ∆2E31]T (2.43)
La forme biline´aire de raideur mate´riau s’e´crit sous forme de produit de matrices et de vecteurs dont
l’expression est la suivante :
∆δWm(δu,∆u) =
∫︂
Ωs
δ ˆ︁ETD∆ˆ︁E dV (2.44)
avec D une matrice (6 × 6) associe´e au tenseur D. Rappelons que ∆ˆ︁E et δ ˆ︁E sont de la meˆme forme,
donc ∆ˆ︁E = [B +BNL(u)]∆u. Nous pouvons en de´duire l’expression de ∆δWm, e´crit comme produit
de matrices et de vecteurs, tel que :
∆δWm(δu,∆u) =
∫︂
Ωs
δuT[B +BNL(u)]TD[B +BNL(u)]∆u dV (2.45)
Le terme sous l’inte´grale de ∆δWg peut s’e´crire sous la forme de produit de matrice tel que
∆δE : S = δuTGT SNL G∆u (2.46)
avec SNL une matrice (9× 9) contenant les termes de S par blocs et G un ope´rateur diffe´rentiel de´fini
en note de page 2. On en de´duit l’expression de ∆δWg tel que :
∆δWg(δu,∆u) =
∫︂
Ωs
δuTGT SNL G∆u dV (2.48)
2. De´finition de l’ope´rateur diffe´rentiel G :
GT =
⎡⎣ ∂∂X ∂∂Y ∂∂Z 0 0 0 0 0 00 0 0 ∂
∂X
∂
∂Y
∂
∂Z
0 0 0
0 0 0 0 0 0 ∂
∂X
∂
∂Y
∂
∂X
⎤⎦ ,SNL = [︄S O OO S O
O O S
]︄
,O =
[︄0 0 0
0 0 0
0 0 0
]︄
(2.47)
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2.3.4 Matrices tangentes mate´riaux et ge´ome´triques
La variation du champ de de´placement discre´tise´e s’e´crit comme combinaison line´aire des fonctions
de formes tel que :
∆uh = N∆q (2.49)
avec ∆q les inconnus nodaux d’incre´ments de de´placement. A partir de Eq. (2.49) et des matrices
de de´rive´es de fonctions de formes Eqs. (2.27) et (2.28), l’expression de la raideur mate´riau en notation
de Voigt de´fini en Eq. (2.45) s’e´crit alors :
∆δWm(δuh,∆uh) = δqTKm∆q (2.50)
avec
Km =
∫︂
Ωs
[B+BNL(q)]TD [B+BNL(q)] dV (2.51)
Ensuite, nous pouvons introduire une matrice de de´rive´e des fonctions de forme note´e GNL telle que :
GNL = GN (2.52)
A partir de l’Eq. (2.48) et de GNL, nous obtenons l’expression de la matrice tangente ge´ome´trique
telle que :
∆δWg(δuh,∆uh) = δqTKg∆q (2.53)
avec
Kg =
∫︂
Ω0
GTNLSNLGNLdV (2.54)
Remarques : Les matrices Km et Kg sont syme´triques.
2.3.5 Line´arisation du travail virtuel des efforts exte´rieurs
La line´arisation du travail des efforts exte´rieurs de´pend de la variation du champ de pression ∆p
et de la variation de la normale exte´rieure ∆n telle que :
∆δWext = −
∫︂
Σ
δu · (∆pn+ p∆n) ds (2.55)
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avec ∫︂
Σ
∆nds =
∫︂
Σ0
(∆u,ξ × xξ −∆u,η × xη) dS (2.56)
D’apre`s Eq. (2.6), l’expression de la variation du champ de pression hydrostatique s’e´crit de fac¸on
suivante :
∆p = −ρfg(∆z −∆h) (2.57)
avec ∆h la variation de la hauteur de fluide due a` son incompressibilite´ et a` la gravite´ au cours d’une
ite´ration de l’algorithme de Newton-Raphson. Dans ce cas, nous pouvons re´e´crire Eq. (2.55) comme
suit :
∆δWext = −
∫︂
Σ
δu · p∆n ds+ ρfg
∫︂
Σ
δu ·∆z n ds⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δWΣ(∆u, δu)
−ρfg
∫︂
Σ
δu ·∆hn ds⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δWV (∆u, δu)
(2.58)
avec ∆δWΣ une forme biline´aire en δu et ∆u de´pendant de (i) la variation de la normale et (ii)
du de´placement de la surface mouille´e dans un champ de pression hydrostatique. La forme biline´aire
∆δWV de´pend de la variation de hauteur de fluide.
2.3.6 Syme´tries des formes line´arise´es ∆δWΣ et ∆δWV
Syme´trie de ∆δWΣ : La preuve de la syme´trie se base sur l’identite´ suivante (voir de´monstration en
Annexe B) :
∆δWΣ(∆u, δu)−∆δWΣ(δu,∆u) = −
∮︂
∂Σ
p (δu×∆u) · dl (2.59)
qui s’annule si (i) p = 0 sur ∂Σ ou si (ii) δu = 0 sur ∂Σ, avec ∂Σ le bord de la surface mouille´e (aussi
appele´e la ligne de contact). Tous les exemples pre´sente´s en Section 2.6 ve´rifient une combinaison de
ces deux conditions.
Syme´trie de ∆δWV : La preuve de la syme´trie de ∆δWV se base sur une conside´ration ge´ome´trique
qui lie le de´placement de la surface mouille´e et la conservation du volume de fluide de´place´ lors d’un
incre´ment dans la boucle de Newton (voir Fig. 2.4). La relation entre ∆h et ∆u est la suivante :
∆h = 1| Af |
∫︂
Σ
∆u · n ds avec Af =
∫︂
Σ
n · ez ds (2.60)
L’expression de ∆δWV s’e´crit alors comme suit :
∆δWV (∆u, δu) = − ρfg| Af |
∫︂
Σ
δu · n ds
∫︂
Σ
∆u · n ds (2.61)
69
2.3. LINE´ARISATION DES TRAVAUX VIRTUELS INTERNES ET EXTERNES
qui est une forme biline´aire syme´trique e´tant donne´ la relation suivante :
∆δWV (∆u, δu) = ∆δWV (δu,∆u) (2.62)
Figure 2.4 – (a) Incre´ment de de´placement ∆u (fle`ches bleues) de la surface interne entre une confi-
guration donne´e (ligne en pointille´) et la suivante (ligne continue) et aire de la surface mouille´e (en
rouge) ; (b) Vue en coupe, le volume en rouge ge´ne´re´ par le de´pacement normal line´arise´ de la paroi
a` travers la surface mouille´e est suppose´e e´gal au volume du cylindre de hauteur ∆h ge´ne´re´ par la
surface libre.
Bibliographie associe´e a` la preuve de syme´trie
D’autres de´monstrations ont e´te´ propose´es dans la litte´rature pour prover les syme´tries des formes
∆δWΣ et ∆δWV par [42] pour un champ de pression hydrostatique, en utilisant des ope´rateurs surfa-
ciques. De plus, dans un cadre associe´ a` la dynamique line´arise´e de re´servoirs, prenant en compte cette
raideur de force suiveuse hydrostatique, [37] propose une de´monstration se basant sur des ope´rateurs
surfaciques et [62] se base sur des ope´rateurs volumiques.
2.3.7 Matrice tangente des forces suiveuses
L’expression de la matrice tangente des forces suiveuses est pre´sente´e dans cette sous-section. Nous
se´parons ∆δWΣ en deux termes
∆δWΣ(∆u, δu) = −
∫︂
Σ
δu · p∆n ds⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δW (a)Σ
+ ρfg
∫︂
Σ
δu ·∆z n ds⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δW (b)Σ
(2.63)
En pratique, la construction de la matrice tangente de´pend d’une surface parame´tre´e par (ξ, η) telle
que les expressions ∆δW (a)Σ et ∆δW
(b)
Σ s’expriment de manie`re suivante :
∆δW (a)Σ = −
∫︂
Σ0
δu · p (∆u,ξ × x,η + xξ ×∆u,η) dS (2.64)
∆δW (b)Σ = ρfg
∫︂
Σ0
δu · (∆u · ez)(x,ξ × x,η) dS (2.65)
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Compte tenu des preuves de la syme´trie de la sous-section pre´ce´dente, nous ne gardons que la par-
tie syme´trique des Eqs. (2.64) et (2.65) dans la suite. Apre`s une inte´gration par partie et quelques
de´veloppements mathe´matiques, nous obtenons les relations suivantes :
∆δWΣ =
1
2
∫︂
Σ0
p [δu · (x,η ×∆u,ξ)− δu,ξ · (x,η ×∆u)] dS
+ 12
∫︂
Σ0
p [δu,η · (x,ξ ×∆u)− δu · (x,ξ ×∆u,η)] dS
+ ρfg2
∫︂
Σ0
[(∆u · ez)δu+ (δu · ez)∆u] · (x,ξ × x,η) dS (2.66)
Ensuite, a` partir de l’e´quation Eq. (2.66), la forme discre´tise´e de ∆δWΣ est donne´e par :
∆δWΣ(∆uh, δuh) = δqT
1
2
∫︂
Σh0
p (NTΩηN,ξ −NT,ξΩηN) dS∆q
+ δqT 12
∫︂
Σh0
p (NT,ηΩξN−NTΩξN,η) dS∆q
+ δqTρfg2
∫︂
Σh0
NT((xh,ξ × xh,η)eTz + ez(xh,ξ × xh,η)T)NdS∆q
= δqTKΣ∆q (2.67)
avec KΣ la matrice tangente issue de contribution de la variation de normale exte´rieure et de la
variation du de´placement ∆z de la surface mouille´e dans un champ de pression non constant. Les
ope´rateurs Ωξ et Ωη correspondent aux matrices anti-syme´triques associe´es a` un produit vectoriel 3
des de´rive´es du de´placement courant par rapport aux parame`tres respectivement note´s xh,ξ and x
h
,η.
Ensuite, a` partir de l’Eq. (2.61), la forme discre´tise´e de ∆δWV s’e´crit directement de la fac¸on
suivante
∆δWV (∆uh, δuh) = − δqT ρfh
∫︂
Σh0
NT(xh,ξ × xh,η)dS
∫︂
Σh0
(xh,ξ × xh,η)TN dS∆q
= δqKV∆q (2.69)
avec KV la matrice tangente associe´e a` la variation de hauteur de fluide lors d’un incre´ment.
Finalement, la matrice tangente des forces suiveuses Kf est la somme de KΣ et KV .
3. Matrices anti-syme´triques associe´es a` un produit vectoriel :
Ωη =
(︄ 0 −z,η y,η
z,η 0 −x,η
−y,η x,η 0
)︄
et Ωξ =
(︄ 0 −z,ξ y,ξ
z,ξ 0 −x,ξ
−y,ξ x,ξ 0
)︄
(2.68)
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2.3.8 Matrices tangentes et proble`me line´aire tangent discre´tise´
A chaque ite´ration de l’agorithme de Newton-Raphson le syste`me line´aire tangent a` re´soudre
est de la forme :
Ktan∆q = R(q) (2.70)
avec R = Fext − Fint le re´sidu d’e´quilibre et Ktan la matrice tangente de´finie par :
Ktan = Km +Kg −Kf (2.71)
Km est la matrice tangente de raideur mate´riau [57, 58], Kg est la matrice tangente de raideur
ge´ome´trique [53] et Kf est la matrice tangente des forces suiveuses. Les constructions de ces
ope´rateurs sont les points cle´ des algorithmes pre´sente´s en Tabs. 2.1 et 2.2
Algorithm 1 : q← Newton-Raphson(ε,q,h)
Initialization q
Compute R← Fext(q, h)− Fint(q)
While ∥R∥L2 > ε
Compute Ktan ← Km(q) +Kg(q)−Kf(q, h)
Solve Ktan∆q = R(q)
q← q+∆q
Compute R← Fext(q, h)− Fint(q)
End while
Table 2.1 – Algorithme de Newton Raphson
Algorithm 2 : Chargement par incre´ments de hauteur de fluide
Initialization h
For k = [1 : nstep]
q(h)← Newton-Raphson(ε,q,h)
h← h+ dh
End for
Table 2.2 – Chargement par hauteur de fluide
Remarques : Dans cette section, nous avons conside´re´ un chargement parame´tre´ par une hauteur de
fluide h en conside´rant une structure encastre´e (ud = 0 sur ∂uω). Notons que le meˆme ope´rateur de
raideur est utilise´ pour les cas suivants :
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• proble`mes a` de´placements impose´s non-nuls (ud ̸= 0 sur ∂uω) ;
• proble`me a` volume de fluide impose´ Vf ;
• proble`mes instables tels que le flambage.
A la section suivante nous proposons quelques de´tails sur l’imple´mentation nume´rique associe´e a` chacun
de ces cas de figures liste´s pre´ce´demment. Les exemples nume´riques qui en de´coulent seront analyse´s
en Section 2.6.
2.4 Me´thodes de re´solution nume´riques
2.4.1 De´placements impose´s et multiplicateurs de Lagrange
En Section 2.6, la plupart des exemples nume´riques sont soumis a` des de´placement impose´s sur
une partie du bord du domaine tel que :
u = ud on ∂uΩs (2.72)
Nous rappelons brie`vement l’approche base´e sur les multiplicateurs de Lagrange pour prendre en
compte les de´placements impose´s. Le proble`me discre´tise´ s’e´crit de la forme suivante :{︄
Fint(q)− Fext(q) +BTλ = 0
Bq = qd
(2.73)
avec λ le vecteur inconnu des multiplicateurs de Lagrange et B une matrice rectangulaire satisfai-
sant les conditions aux limites de Dirichlet. Le proble`me line´aire tangent associe´ s’e´crit alors de fac¸on
suivante : ⎡⎢⎣Ktan BT
B O
⎤⎥⎦
⎛⎜⎝∆q
∆λ
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝Fext(q)− Fint(q)−Bλ
qd −Bq
⎞⎟⎠ (2.74)
Le crite`re d’arreˆt de l’algorithme de re´solution par me´thode de Newton-Raphson est dans notre
cas la norme L2 (i.e. ∥a∥2L2 = aTa), du membre de droite de l’e´quation (2.74).
2.4.2 Calcul du volume de fluide a` partir du maillage de l’interface
Dans certains cas, le parame`tre qui pilote un proble`me de structure de´forme´e par un liquide interne
consiste a` piloter un volume de fluide Vf durant la simulation. Nous proposons un approche base´e sur
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une re´e´valuation de la hauteur de fluide par un me´thode de dichotomie. En effet, ceci est possible
e´tant donne´ que nous sommes capables de calculer un volume sans maillage du domaine fluide par
l’utilisation du the´ore`me de la divergence. En Fig. 2.5, nous conside´rons un domaine fluide Ωf borne´
par une surface mouille´e Σ et une surface libre Γ. Rappelons que cette dernie`re est suppose´e plane
car nous ne´gligeons l’effet des tensions de surface dans cette e´tude. Conside´rons un champ de vecteur
Figure 2.5 – (a) Surface mouille´e Σ pour le calcul du volume de fluide Vf ; (b) Domaine volumique
Ωf et sa surface libre plane Γ.
approprie´ note´ Z tel que div(Z) = 1 (par exemple Z = (z−h)ez), le volume du fluide est donc calcule´
via le the´ore`me de la divergence (Green-Ostrogradski) tel que :
Vf =
∫︂
Ωf
dV (2.75)
=
∫︂
Ωf
div [(z − h)ez] dV (2.76)
=
∫︂
Σ
(z − h)ez · n ds+
∫︂
Γ
(z − h)ez · n ds (2.77)
Le terme de´fini sur la surface libre Γ disparaˆıt car celle-ci est horizontale (z = h), donc nous obtenons
la relation suivante :
Vf =
∫︂
Σ
(z − h)ez · n ds (2.78)
Cette pre´ce´dente e´quation est utilise´e pour e´valuer la hauteur de fluide par me´thode de dichotomie
(voir Tab. 2.3) a` chaque ite´ration de Newton-Raphson avec de´placement impose´ (voir Tabs. 2.4 et
2.5). Certains exemples nume´riques base´s sur le de´placement impose´ d’une paroi a` volume fixe´ sont
re´solus en ne conside´rant uniquement que le maillage de peau de la surface mouille´e.
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Algorithm 3 : h←Dichotomie(Vinit, εd,hmin, hmin)
Compute hmid = (hmax − hmin)/2
Compute V (hmid)
While | (V (hmid)− Vinit)/Vinit |> εd
If V (hmid)− Vinit > 0
hmax ← hmid
Else
hmin ← hmid
End if
Compute V (hmid)
End while
Table 2.3 – Algorithme de dichotomie
Algorithm 4 : (q,λ)← Newton-Raphson-Deplacement(ε,q,λ,qs,Vinit)
Compute h← Dichotomie(Vinit, εd,hmin, hmin)
Compute R←
(︄
Fext(q, h)− Fint(q)−Bλ
qd −Bq
)︄
While ∥R∥ > ε
Compute Ktan ← Km(q) +Kg(q)−Kf(q, h)
Solve
[︄
Ktan B
T
B O
]︄⎛⎜⎝∆q
∆λ
⎞⎟⎠ = R(q)
q← q+∆q
λ← λ+∆λ
Compute h← Dichotomie(Vinit, εd)
Compute R←
(︄
Fext(q, h)− Fint(q)−Bλ
qd −Bq
)︄
End while
Table 2.4 – Algorithme de Newton Raphson avec Vf constant et de´placements impose´s
Algorithm 5 : Chargement par de´placement impose´ a` volume constant
Initialization qd and Vinit
For k = [1 : nstep]
(q,λ)← Newton-Raphson-Deplacement(ε,q,Vinit)
qd ← qd + dqd
End for
Table 2.5 – Algorithme de chargement par de´placement impose´ et volume de fluide constant
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2.4.3 Me´thode de continuation par longueur d’arc
La prise en compte de non-line´arite´s ge´ome´triques peut mener certains proble`mes a` une instabilite´
tel que le flambage [41, 48]. Une approche classique base´e sur une me´thode de Newton-Raphson n’est
plus approprie´e dans ces cas la`. Une possibilite´ consiste a` utiliser une me´thode de continuation 4 telle
que la me´thode de longueur d’arc.
Le principe se base sur la prise en compte du parame`tre de chargement note´ λ comme inconnue
du proble`me. Dans notre cas, le parame`tre de chargement serait la hauteur de fluide. L’e´quation
d’e´quilibre non-line´aire s’e´crirait alors de fac¸on suivante :
G (q, λ) = Fint (q)− Fext (q, λ) = 0 (2.79)
avec en particulier
δqTFext = −
∫︂
Σ
δuh · p(z, λ)n ds
=
∫︂
Σ
δuh · ρgzhn ds− λ
∫︂
Σ
δuh · hn ds (2.80)
= δqTF1 (q) + δqTλF2 (q) (2.81)
Pour re´soudre ce proble`me non-line´aire, il est ne´cessaire d’introduire une contrainte de longueur d’arc
prenant en compte le parame`tre de chargement. Cette longueur d’arc note´e∆l de´pend les de´placements
qP d’un nuage de points P appartenant a` la structure de´formable et du parame`tre de chargement λ.
Son expression est de´finie par :
∆l =
√︂
∆qTP∆qP + ψ2∆λ2h2 (2.82)
avec ψ un parame`tre d’e´chelle. Une valeur e´leve´e de ψ correspond a` un proble`me pilote´ en chargement
et, au contraire, une petite valeur de ψ correspond a` un proble`me pilote´ en de´placement.
4. Il existe plusieurs me´thodes de continuation telles que la longueur d’arc ”sphe´rique”, la longueur d’arc ”pre´diction-
correction” [63] ou encore la me´thode asymptotique nume´rique (MAN) [64].
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Re´capitulatif des types de chargements
• Proble`me pilote´ par une hauteur de fluide h
• Proble`me pilote´ par un de´placement impose´ a` volume constant
• Proble`mes instables par me´thode de continuation
2.4.4 Remarque sur l’inte´gration nume´rique
Quel que soit le chargement propose´, un proble`me nume´rique concerne les e´le´ments surfaciques
partiellement mouille´s. En effet, tous les ope´rateurs ne´cessitant une inte´gration sur Σ tels que Fext,
Kf ou Vf sont concerne´s par un proble`me d’inte´gration nume´rique. En Section 2.5, nous proposons
une approche originale base´e sur une me´thode de ligne de niveau pour l’inte´gration nume´rique de ces
ope´rateurs.
2.5 Me´thode de ligne de niveau pour l’inte´gration nume´rique
2.5.1 E´lements surfaciques partiellement mouille´s
Le volume de fluide, l’aire de la surface libre et chaque terme des ope´rateurs EF tels que le vecteur
des efforts exte´rieurs ou la matrice tangente de forces suiveuses sont calcule´s par inte´gration nume´rique.
Au cours des ite´rations, le maillage de´forme´ de la surface interne du re´servoir n’est plus co¨ıncident a` la
surface charge´e par le fluide. De ce fait certains e´le´ments surfaciques sont partiellement mouille´s comme
l’illustre Fig. 2.6). La discre´tisation initiale n’est donc plus approprie´e pour l’inte´gration nume´rique
par points de Gauss.
Figure 2.6 – E´le´ments surfaciques partiellement mouille´s lors d’une ite´ration de l’algorithme de
Newton-Raphson.
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Une premie`re approche consiste a` trouver les points de Gauss appartenant a` la surface mouille´e et
ceux appartenant a` la surface se`che. Si le point de Gauss appartient a` la surface se`che, il ne reste qu’a`
fixer la valeur de poids de Gauss a` ze´ro. Ne´anmoins, nous ne savons pas si cette approche engendre
des erreurs d’inte´grations nume´riques. Pour re´pondre a` cette question, nous proposons une approche
base´e sur une me´thode de ligne de niveau [39] pour de´terminer une nouvelle position des points de
Gauss et des poids de Gauss des e´le´ments partiellement mouille´s.
2.5.2 De´finition de la ligne de niveau
Rappelons que par hypothe`se, nous ne prenons pas en compte l’effet de tensions superficielles dans
le mode`le. Il est donc possible de de´finir la ligne de niveau par une fonction scalaire ϕ correspondant
a` l’e´quation d’un plan de normale ez et de hauteur h :
ϕ(x) = z − h (2.83)
Dans ce cas, la surface interne est se´pare´e en deux parties par ligne avec d’un coˆte´ la surface
mouille´e (ϕ(x < 0)) et de l’autre la surface se`che (ϕ(x > 0)) (voir Fig. 2.7).
Figure 2.7 – Ligne de niveau de´finie par un plan et son intersection avec la surface interne re´elle de
la ge´ome´trie (en pointille´) et la surface courante e´le´ments finis (en rouge).
L’objectif est de trouver la ligne d’intersection entre la ligne de niveau de´finie par un plan et la
surface interne du re´servoir. Dans la pratique, nous cherchons a` calculer cette intersection par une
discre´tisation EF de la ligne de niveau exprime´e de fac¸on suivante :
ϕh(x) =
Nint∑︂
i=1
ϕiNi = 0 (2.84)
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avec Nint le nombre de nœuds de la surface interne. A partir d’un ”de´coupage” de l’e´le´ment partielle-
ment mouille´, l’inte´gration nume´rique est effectue´e au travers d’une re´e´valuation de nouveaux points
de Gauss et de Poids de Gauss (voire Fig. 2.8).
Figure 2.8 – (a) Exemple d’un e´le´ment coupe´ par la ligne de niveau en configuration courante ; (b)
Nouvelles positions des points de Gauss dans l’e´le´ment de re´fe´rence iso-parame´trique.
Cette me´thode est particulie`rement utile car elle nous permet de traiter des chargements ayant des
discontinue´es de gradient, inde´pendamment de la forme et de la discre´tisation de la surface interne du
re´servoir. Cependant, dans le cas d’une discre´tisation par e´le´ments finis quadratiques a` 8 nœuds, la
recherche de l’intersection est une ve´ritable difficulte´ d’imple´mentation nume´rique.
2.5.3 Difficulte´ de recherche d’intersection entre un plan et un e´le´ment quadra-
tique a` 8 nœuds
Le calcul des nouvelles positions des points de Gauss et des poids de Gauss a e´te´ propose´ par [46]
pour des triangles a` 3 noeuds et par [50] pour des quadrilate`res a` 4 nœuds. Dans notre cas, une des
difficulte´s majeures provient du grand nombre d’intersections possibles entre un plan et un e´le´ment
quadratique a` 8 nœuds. Comme l’illustre la figure 2.9, un e´le´ment peut eˆtre de´coupe´ en 2 parties ou
plus en fonction de sa configuration. Un travail d’imple´mentation nume´rique, de´taille´ en Annexe C,
doit eˆtre effectue´ pour prendre en compte ces diffe´rents cas.
2.5.4 De´coupage d’un e´le´ment partiellement mouille´
De´couper un e´le´ment partiellement mouille´ consiste a` trouver l’e´quation de ligne de contact. Notre
approche est la suivante :
(i) Dans un premier temps, nous e´valuons le nombre de points d’intersection sur les quatre bords
de l’e´le´ment de re´fe´rence. Cela revient a` chercher les racines d’e´quation du second degre´ donne´
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Figure 2.9 – Exemples non exhaustifs d’intersections entre un e´le´ments quadratique courbe et un
plan en configuration courante. Plus de 255 cas peuvent eˆtre rencontre´s (voir Annexe C).
par :
8∑︂
i=1
ϕiNi(1, η) = 0 with η ∈ [−1, 1] (2.85)
8∑︂
i=1
ϕiNi(−1, η) = 0 with η ∈ [−1, 1] (2.86)
8∑︂
i=1
ϕiNi(ξ, 1) = 0 with ξ ∈ [−1, 1] (2.87)
8∑︂
i=1
ϕiNi(ξ,−1) = 0 with ξ ∈ [−1, 1] (2.88)
(ii) Ensuite, si il n’y a que deux points d’intersection, un grand nombre de cas peut eˆtre de´duit
comme l’illustre la figure 2.10. Notons qu’il est ne´cessaire de calculer un point interne pour de´-
crire la courbe d’intersection. Afin de minimiser le nombre de cas a` imple´menter, il est possible
de de´finir des rotations pour se ramener a` une seul configuration a` coder.
(iii) Si le nombre de points d’intersection est supe´rieur a` deux, il est difficile de de´duire le de´cou-
page des e´le´ments sans informations supple´mentaires (comme nous pouvons le voir Fig. 2.11, il
existe plusieurs configurations possibles). Afin de palier ce proble`me nous effectuons un de´cou-
page re´gulier de l’e´le´ment tel que les sous-e´le´ments de´coupe´s ne contiennent que deux points
d’intersection (voir Fig. 2.12).
Certaines configurations, rarement rencontre´es en pratique, ne peuvent eˆtre traite´es par la me´thode
pre´ce´dente (voir Fig. 2.13). Ces cas de´ge´ne´re´s doivent eˆtre imple´mente´s uns a` uns. Ils sont ge´ne´rale-
ment rencontre´s lors de la premie`re ite´ration pour des maillages structure´s.
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Figure 2.10 – Deux cas de de´coupage d’e´le´ments les plus souvent rencontre´s en pratique avec deux
points d’intersections : (a) les points d’intersection se trouvent sur deux bords adjacents ; (b) les deux
points d’intersection sont sur des bords oppose´s.
Figure 2.11 – (a) Exemple d’un cas a` 4 points d’intersection ; (b) Deux cas possibles de de´coupages
sans informations supple´mentaires.
Figure 2.12 – (a) Exemple d’un e´le´ment de re´fe´rence ayant quatre points d’intersection ; (b) De´cou-
page re´gulier de l’e´le´ment tel que les e´le´ments sous de´coupe´s aient 2 points d’intersection.
Une dernie`re remarque concerne la taille et la qualite´ des sous-e´le´ments cre´e´s. E´tant donne´ que
la seule information retenue concerne les positions des points de Gauss et des poids de Gauss des
sous-e´le´ments, la taille des sous-e´le´ments n’influence pas le conditionnement des matrices ou la qualite´
de la solution EF. Cependant, si cette me´thode s’e´tend a` une approche XFEM [39, 65, 66], la qualite´
du maillage sous-de´coupe´ devrait eˆtre prise en compte.
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Figure 2.13 – Exemples non exhaustifs de cas de´ge´ne´re´s : (a) l’intersection correspond a` un noeud
du maillage ; (b) l’intersection correspond a` un bord du maillage ; (c) L’intersection correspond a` deux
noeuds du maillage.
2.5.5 Exemple d’utilisation de la ligne de niveau
Dans la suite, nous proposons un exemple simple qui consiste a` calculer des aires et des volumes a`
partir de maillages de surfaces. Comme l’illustre la figure 2.14, nous conside´rons le cas d’un remplissage
d’un cube creux rigide entre deux sommets. L’objectif est de calculer l’aire de la surface libre Af, l’aire
de la surface mouille´e AΣ et le volume de fluide Vf, en fonction de la hauteur de fluide h, en n’utilisant
que les e´le´ments de surface. La surface est de´finie par six faces qui sont des e´le´ments quadratiques a` 8
nœuds. Deux me´thodes sont compare´es : (i) une inte´gration par points de Gauss classique (a` 9 points
de Gauss) et (ii) la me´thode de ligne de niveau.
Figure 2.14 – (a) Remplissage d’un cube entre deux sommets avec a = 2 m. Visualisation de (b) l’aire
de la surface libre Af, (c) l’aire de la surface mouille´e AΣ et (d) le volume de fluide Vf sous la hauteur
h.
Nous avons trace´ l’e´volution de Af, AΣ et Vf en fonction de la hauteur de fluide en Fig. 2.15. La
me´thode de ligne de niveau montre des re´sultats tre`s proches des re´sultats analytiques. L’approche
d’inte´gration nume´rique classique montre des discontinute´s pour le calcul des aires. Bien entendu, un
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maillage plus fin permettrait de re´duire ces e´carts. Enfin, le calcul du volume pour les deux me´thodes
nume´riques se superposent aux re´sultats analytiques.
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Figure 2.15 – E´volution des quantite´s qui de´pendent de la hauteur de fluide h : (a) aire de la surface
libre ; (b) aire de la surface mouille´e ; (c) volume de fluide disponible sous la surface libre ; Pour chaque
quantite´, une solution analytique est trace´e (en bleu) ainsi que la solution nume´rique obtenue avec la
me´thode de ligne de niveau (ligne rouge en pointille´) et celle obtenue par une inte´gration classique
sans me´thode de ligne de niveau avec nGP = 9 points de Gauss (ligne verte).
2.5.6 Conclusion sur la me´thode de ligne de niveau
En Section 2.5, une me´thode originale d’inte´gration nume´rique base´e sur une me´thode de ligne de
niveau a e´te´ propose´e. Cette approche permet de calculer les termes ayant comme support des e´le´ments
partiellement mouille´s. La difficulte´ de cette me´thode provient du grand nombre de cas d’intersections
possibles entre un e´le´ment quadratique a` 8 nœuds et un plan. Ce de´veloppement permet de traiter
des chargements ayant des discontinuite´s de gradients de pression inde´pendamment du maillage de
la surface interne d’un re´servoir. Meˆme si l’imple´mentation nume´rique est fastidieuse, son utilisation
s’adapte aise´ment a` toutes les ge´ome´tries surfaciques courbes.
Remarque : Dans notre cas, la fonction de ligne de niveau est de´finie par un plan. E´tant donne´ que
nous effectuons une discre´tisation e´le´ments finis de celle-ci, cette me´thode s’appliquerait a` n’importe
quelles situations pour lesquelles les valeurs de ligne de niveau sont connus aux nœuds du maillage
interne. Par exemple, ce type d’information peut provenir d’un code de calcul fluide en milieu dipha-
sique, via le transport d’une ligne de niveau se´parant deux fluides. Dans le cas de la prise en compte
de tension superficielle, il serait possible de ge´ne´rer un maillage curviligne de la ligne de contact. Des
ope´rations peuvent eˆtre effectue´es directement sur ce support 1D obtenu avec notre approche (voir
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Annexe C).
Originalite´ de la me´thode de ligne de niveau
• De´coupage d’e´le´ments courbes quadratiques a` 8 nœuds.
• Calcul de nouveaux points et poids de Gauss adapte´s a` l’inte´gration nume´rique.
• Les ope´rateurs de´pendant de chargements ayant une discontinuite´ de gradient de pression
(ou faible discontinuite´) peuvent eˆtre traite´s inde´pendamment du maillage charge´.
• Le temps de calcul ne´cessaire au de´coupage des e´le´ments est ne´gligeable vis-a`-vis de la
construction des ope´rateurs matricielles au cours d’une ite´ration de Newton. En effet, le
nombre d’e´le´ments surfaciques partiellement mouille´s est tre`s faible par rapport au nombre
total d’e´le´ments de la surface interne.
2.6 Exemples nume´riques de proble`mes statiques non-line´aires
Un code EF en 3D a e´te´ imple´mente´ avec la me´thode de ligne de niveau propose´e en Section 2.5. Le
code permet de re´soudre des proble`mes non-line´aires ge´ome´triques avec forces suiveuses hydrostatiques.
Plusieurs exemples, a` la fois issus de la litte´rature et invente´s dans le cadre de nos de´veloppements
sont propose´s :
Pb 1 : Proble`me pilote´ par une hauteur de fluide [42] ;
Pb 2 : Proble`me pilote´ par un de´placement impose´ a` volume de fluide constant [42] ;
Pb 3 et 4 : Proble`mes avec instabilite´s et lois de comportement hypere´lastiques [48] :
Pb 5 : Succession de 2 proble`mes :(i) Remplissage pilote´ par hauteur de fluide et (ii) Proble`me a`
de´placement impose´ a` volume constant.
L’objectif de ces exemples nume´riques est de montrer les possibilite´s offertes par notre mode´lisa-
tion, ainsi que la validite´ du code de´die´ au calcul d’un e´tat pre´contraint par des forces suiveuses. Ainsi
nous mettons en e´vidence : (i) l’utilisation de la ligne de niveau sur des proble`mes 3D et (ii) une conver-
gence quadratique des proble`mes non-line´aires, de´montrant la garantie d’une bonne imple´mentation
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nume´rique des matrices de raideurs tangentes.
2.6.1 Pb1 : Remplissage d’un crochet creux e´lastique
L’objectif de ce proble`me nume´rique est de calculer l’e´tat pre´contraint d’un crochet creux e´lastique
en fonction de la hauteur de fluide. Ce premier exemple nume´rique se base sur [42] qui a effectue´ ce
calcul avec des e´le´ments coques. La pression hydrostatique de´pend de la masse volumique ρf = 1000
kg.m−3 et de l’acce´le´ration gravitationnelle arrondie a` g = 10 m.s−2. Les parame`tres du maillage
hexae´drique et de la ge´ome´trie sont donne´s en Fig. 2.16. Le nombre d’e´le´ments a e´te´ choisi pour que
la solution EF soit inde´pendante du nombre de maille. Une loi de comportement de Saint-Venant
Kirchhoff est utilise´e S = 2µE + λtr(E)I avec le module de Young E = 1.0 GPa et le module de
Poisson ν = 0.3 tel que λ = νE(1+ν)(1−2ν) et µ =
E
2(1+ν) . Enfin, la structure est encastre´e en Z = 0.
Figure 2.16 – (a) Parame`tres ge´ome´triques du crochet creux e´lastique charge´ soumis a` un champ
de pression hydrostatique ; (b) Maillage tridimentionnel de la structure avec 1536 e´le´ments et 32502
degre´s de liberte´ ; (c) Parame`tres du maillage et de la ge´ome´trie utilise´s pour nos simulations.
La simulation est pilote´e par la hauteur de fluide h et un e´tat d’e´quilibre non-line´aire est calcule´ a`
chaque ite´ration. La hauteur de fluide varie entre hmin = −90 cm et hmax = −5 cm avec un incre´ment
de chargement fixe de dh = 1 cm (85 incre´ments de chargement). En Fig. 2.17, nous trac¸ons l’e´volution
du de´placement d’un point A ainsi que l’aire de la surface libre en fonction de la hauteur de fluide.
Qualitativement, les re´sultats sont en accord avec la litte´rature. En effet, le de´placement du point A
e´volue de fac¸on croissante entre−90 cm et−32 cm avant d’atteindre un palier (le´ge`rement de´croissant).
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Cependant, le de´placement maximum du point A est de | dmax |= 4.01 cm pour nos simulations,
contrairement a` celui de la litte´rature qui est de | dref |≃ 4.3 cm. Cette diffe´rence pourrait eˆtre due a`
la diffe´rence entre notre mode´lisation 3D et le mode`le coque utilise´ dans la litte´rature.
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Figure 2.17 – E´volution de l’aire de la surface libre Af et de la norme du de´placement | dA | en
fonction de la hauteur de fluide h ∈ [−90, 0] cm avec un pas de remplissage dh = 1 cm. (Attention la
surface libre n’est repre´sente´e que pour un souci esthe´tique de visualisation. Elle n’est en aucun cas
utilise´e comme un support de calcul.)
Nous avons effectue´ deux fois la simulation pour montrer l’influence de la matrice tangente des
forces suiveuses Kf sur la convergence de l’algorithme de Newton-Raphson. Une premie`re simulation
a e´te´ faite avec Kf et une autre sans. En Fig. 2.38, nous avons trace´ l’e´volution de la norme du re´sidu
d’e´quilibre ε =|| Fint − Fext || en fonction du nombre d’ite´rations dans un boucle de Newton avec un
crite`re d’arreˆt fixe´ a` ε = 10−7 N. Les courbes montrent une contribution importante Kf sur le taux de
convergence de notre algorithme de re´solution non-line´aire. En effet, le nombre d’ite´rations ne´cessaire
pour converger est compris entre 3 et 4 avec la matrice Kf alors que sans sa contribution le nombre
d’ite´rations est quasiment double´ (entre 6 et 9 ite´rations).
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Figure 2.18 – E´volution de la norme du re´sidu d’e´quilibre en fonction du nombre d’ite´rations d’un
algorithme de Newton-Raphson pour deux simulations : l’une avec la matrice tangente des forces
suiveuses et l’autre sans (h = −80 cm, h = −60 cm, h = −40 cm and h = −20 cm).
En Fig. 2.19, nous pouvons observer la ligne de niveau sur une configuration de re´fe´rence donne´e
(h = −42 cm). Notons que la ligne de contact n’est pas co¨ıncidente au maillage de la surface courante.
Fig. 2.19 montre aussi la de´pendance des vecteurs des efforts exte´rieurs Fext en fonction de la hauteur
de fluide. Attention, les vecteurs des efforts affiche´s de´pendent aussi de la taille des mailles d’un e´le´-
ment surfacique.
Cet exemple pour lequel le parame`tre de chargement est la hauteur de fluide met en e´vidence de
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Figure 2.19 – E´le´ments partiellement mouille´s en jaune. La ligne de contact est trace´e en rouge.
Vecteur des efforts exte´rieurs en gris.
points cle´s de nos de´veloppements : (i) l’influence de la matrice tangente des forces suiveuses sur la
re´solution du proble`me non-line´aire et (ii) l’utilisation originale de la ligne de niveau sur des e´le´ments
quadratiques a` 8 nœuds.
Nombre d’e´le´ments volumiques 1536
Nombre d’e´le´ments surfaciques 1536
Nombre de degre´s de liberte´ 32505
Nombre d’incre´ments de chargement 85
Nombre total de syste`mes line´aires (avec Kf) 256
Nombre total de syste`mes line´aires (sans Kf) 595
Temps moyen par incre´ment de chargement (avec Kf) 15 sec
Temps totale de la simulation (avec Kf) 21 minutes
Temps moyen par incre´ment de chargement (sans Kf) 26 sec
Temps total de la simulation (sans Kf) 36 minutes
Table 2.6 – Pb 1 : Informations maillages et temps de calculs associe´s
2.6.2 Pb2 : De´placement impose´ d’un paralle´le´pipe`de creux
Ce deuxie`me exemple nume´rique consiste a` calculer l’e´tat d’e´quilibre d’un paralle´le´pipe`de creux,
contenant un volume de liquide fixe´, soumis a` un de´placement impose´ (voir Fig. 2.20). Cet exemple est
base´ sur un cas de [42] qui utilise des e´le´ments coques. Le paralle´le´pipe`de est soumis a` un de´placement
impose´ assimilable a` de la traction et de la torsion. Le volume de fluide Vf doit rester e´gal au volume
de fluide initial Vinit au cours de la simulation. Aucune pressurisation n’est prise en compte dans la
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partie se`che de la structure. Nous utilisons une loi de comportement de Saint-Venant Kirchhoff avec
E1 = 0.75 GPa pour le corps de la structure et E2 = 1 GPa pour les extre´mite´s (ν = 0.3 dans toute
la structure). Cette configuration particulie`re permet d’e´viter les instabilite´s d’apre`s [42].
Figure 2.20 – (a) Parame`tres ge´ome´triques du paralle´lpipe`de creux soumis a` un de´placement impose´ a`
ces extre´mite´s et a` un champ de pression hydrostatique ; (b) Vue d’une partie du maillage he´xae´drique
parame´tre´ ; (c) Valeurs des parame`tres du maillage et de la ge´ome´trie.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
14
16
18
20
22
24
26
28
30
32
Figure 2.21 – E´volution de la hauteur de surface libre en fonction du parame`tre de chargement λ tel
que u1d = −u2d = λumax ez avec umax = 0.0125 m, et θ1d = −θ2d = λπ/4 rad .
Nous trac¸ons l’e´volution de la hauteur de fluide en fonction du parame`tre de chargement λ tel
que λ ∈ [0, 1] en Fig. 2.21. Nos re´sultats sont en accord avec ceux de la litte´rature. En Fig. 2.22 nous
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trac¸ons le maillage de´forme´ pour diffe´rentes configurations du parame`tre de chargement.
Figure 2.22 – (a) Norme du de´placement ∥u∥ de la structure soumise a` un champ de pression hy-
drostatique (∥u∥ = 0 mm (en bleu) et ∥u∥ = 0.176 mm (en rouge) ; (b) De´formation de la structure
pour λ = 0, λ = 0.5 et λ = 1. Attention : La surface libre en rouge n’est repre´sente´e que pour la
visualisation car le support de la surface libre n’est pas ne´cessaire pour le calcul des e´tats d’e´quilibres
statiques.
En figure 2.23, nous trac¸ons l’e´volution de la norme du re´sidu d’e´quilibre || Fint − Fext || calcule´e
pour trois valeurs de parame`tres de chargement. Une convergence quadratique de la norme est observe´e.
Rappelons que pour chaque ite´ration de la boucle de Newton, la hauteur de fluide est recalcule´e par
une me´thode de dichotomie pour satisfaire la condition de volume de fluide fixe´. La Fig. 2.23 montre
la convergence du volume de fluide au cours de la dichotomie pour la premie`re ite´ration de Newton
λ = 0.5.
2.6.3 Pb 3 : Remplissage d’un cylindre en caoutchouc pre´-e´tire´
Ce troisie`me exemple nume´rique consiste a` calculer l’e´tat d’e´quilibre d’un cylindre pre´-e´tire´ soumis
a` une charge suiveuse hydrostatique. Comme l’illustre la Fig. 2.24, la simulation s’effectue en deux
e´tapes : (i) un calcul en de´placement impose´ du barreau est effectue´ sans fluide et (ii) le calcul du
remplissage de la structure pre´-e´tire´e. Cet exemple, base´ sur un cas de [48] utilisant des e´le´ments de
type membrane, a la particularite´ d’eˆtre instable. Une loi de comportement hyper-e´lastique quasi-
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Figure 2.23 – (a) E´volution de la norme du re´sidu pour λ = 0.1, λ = 0.5 et λ = 1 ; (b) Convergence de
la me´thode de bissection pour conserver le volume de fluide lors de la premie`re ite´ration de l’algorithme
de Newton pour λ = 0.5.
Nombre d’e´le´ments volumiques 338
Nombre d’e´le´ments surfaciques 250
Nombre de degre´s de liberte´ (de´placement) 7176
Nombre de degre´s de liberte´ (mult. de Lagrange) 1056
Nombre d’incre´ments de chargement 45
Nombre total de syste`mes line´aires 160
Temps moyen par incre´ments 21 sec
Temps moyen de la dichotomie 5 sec
Temps total de la simulation 14 minutes
Table 2.7 – Pb 2 : Informations maillages et temps de calculs associe´s
incompressible de Mooney-Rivlin (cf. annexe A) a e´te´ choisie :
Ψiso = c10
(︂
C1 − 3
)︂
+ c01
(︂
C2 − 3
)︂
et Ψvol =
k0
2
(︂
C3 − 1
)︂2
(2.89)
avec les parame`tres mate´riaux suivants : k = 17 et µ = 0.4225 MPa avec c10 + c01 =
µ
2 et k =
c01
c10
. Le
module de compressibilite´ note´ k0 est calcule´ en conside´rant k0 = E3(1−2ν) et E = 6(c10 + c01) [59]. No-
tons que E est le module d’Young line´arise´ en ne conside´rant aucune de´formation et ν est le coeficient
de Poisson ν = 0.499 pour assurer la condition de quasi-incompressibilite´ du mate´riau. Un maillage
hexae´drique a e´te´ utilise´, meˆme si la structure est tre`s fine : le rapport entre la plus grande areˆte
d’un e´le´ment par rapport a` la plus petite peut atteindre 100 (sans de´formation). De plus, a` cause des
grandes de´formations, certains e´le´ments peuvent eˆtre ”´ecrase´s” au cours de la simulation. Mais d’apre`s
[67], l’utilisation d’un e´le´ment quadratique a` 20 nœuds minimise l’effet de la qualite´ du maillage sur
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la solution EF.
Figure 2.24 – E´tirement et remplissage du cylindre creux en caoutchouc et ces parame`tres ge´ome´-
triques.
En Fig. 2.25, nous trac¸ons l’e´volution de la hauteur de fluide en fonction du de´placement radial
spe´cifie´ en 3 points de la configuration de re´fe´rence (A, B et C). Dans un premier temps, nous
calculons l’e´tat d’e´quilibre de la structure pre´-e´tire´e a` partir d’un calcul non-line´aire a` de´placement
impose´. Ensuite, le remplissage de la structure peut se de´composer en deux parties : (i) un e´quilibre
stable ayant une hauteur de fluide croissante au cours du remplissage et (ii) une partie instable ou`
la hauteur de fluide stagne, puis diminue comme le montre la Fig. 2.25. En Fig. 2.26, nous trac¸ons
l’e´volution du volume de fluide en fonction du de´placement radial des points A, B et C. Ces re´sultats
sont en acord avec ceux de [48].
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Figure 2.25 – E´volution de la hauteur de fluide en fonction du de´placement radial aux points A, B
et C.
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Figure 2.26 – E´volution du volume de fluide en fonction du de´placement radial aux points A, B et
C.
En Fig. 2.27, nous montrons le maillage de´forme´ de la structure pour diffe´rentes e´tapes de la si-
mulation. Rappelons que la ligne de contact n’est pas co¨ıncidente au maillage de la structure dans la
mesure ou` nous utilisons la me´thode de ligne de niveau pour l’inte´gration nume´rique.
La partie instable de la simulation est calcule´e avec l’algorithme de continuation base´ sur une me´-
thode de longueur d’arc pre´diction-correction. Une convergence quadratique de la solution non-line´aire
est assure´e par la matrice tangente des forces suiveuses (voir Fig. 2.28). Les simulations effectue´es sans
Kf divergent sur la partie instable.
Nombre d’e´le´ments volumiques 525
Nombre d’e´le´ments surfaciques 261
Nombre de degre´s de liberte´ 8964
Nombre d’incre´ments de chargement 88
Nombre total de syste`mes line´aires 285
Temps moyen d’un incre´ment 23 sec
Temps total de la simulation (remplissage) 33 min
Table 2.8 – Pb 3 : Informations maillages et temps de calculs associe´s
93
2.6. EXEMPLES NUME´RIQUES DE PROBLE`MES STATIQUES NON-LINE´AIRES
Figure 2.27 – (a) Maillage en configuration de re´fe´rence ; Configurations courantes pour (b) h1 = 46.3
mm et V1 = 0.02× 106 mm3 ; (c) h2 = 205.5 mm et V2 = 0.401× 106 mm3 ; (d) h3 = 219.1 mm et
V3 = 260× 106 mm3.
2.6.4 Pb 4 : Remplissage d’une membrane circulaire instable
Cet exemple nume´rique se base sur un exemple de [46]. L’objectif est de calculer l’e´tat d’e´quilibre
d’une membrane soumise a` des forces suiveuses hydrostatiques pour un liquide fictif 10 fois plus dense
que l’eau. Cet exemple fait apparaitre deux instabilite´s ne´cessitant un algorithme de continuation.
Nombre d’e´le´ments volumiques 500
Nombre d’e´le´ments surfaciques 540
Nombre de degre´s de liberte´ 10809
Nombre d’incre´ments de chargement 250
Nombre total de syste`mes line´aires 875
Temps moyen par incre´ment 23 sec
Temps total de la simulation 1 h et 35 minutes
Table 2.9 – Pb 4 : Informations maillages et temps de calculs associe´s
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Figure 2.28 – E´volution de la norme du re´sidu pour trois configurations illustre´es en Fig. 2.27 avec
h1 = 46.3 mm et V1 = 0.02× 106 mm3, h2 = 205.5 mm et V2 = 0.401× 106 mm3, h3 = 219.1 mm et
V3 = 260× 106 mm3.
2.6.5 Pb 5 : Remplissage et rotation d’un re´servoir he´misphe´rique couvert par
une membrane pre´-e´tire´e
Ce dernier exemple nume´rique consiste a` calculer l’e´tat d’e´quilibre d’une membrane en caoutchouc
recouvrant une demi-sphe`re rigide de rayon r = 0.2 m partiellement remplie de liquide. Le principe de
la simulation est illustre´ en Fig. 2.31 avec trois phases distinctes :
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Figure 2.29 – E´volution de la hauteur de fluide en fonction du de´placement vertical au point de
coordonne´es de re´fe´rence (0, 0, 0).
Figure 2.30 – Diffe´rentes configurations courantes de la structure de´forme´e par la fluide pour diffe´-
rentes hauteurs h : (a) h = −0.1 mm et q = 0.2 mm; (b) h = −1 mm et q = 2 mm; (a) h = 1.9 mm
et q = 10 mm; (a) h = −1.5 mm et q = 1.8 mm.
• Phase 1 : calcul d’un e´tat pre´-e´tire´ de la membrane ayant un rayon initial R0 ;
• Phase 2 : remplissage du re´servoir pilote´ par une hauteur de fluide ;
• Phase 3 : rotation de la partie rigide du re´servoir a` volume de fluide constant.
Aucun effet d’inertie n’est pris en compte e´tant donne´ que les transformations sont suppose´es
quasi-statiques. L’objectif de cet exemple est de mettre en œuvre plusieurs types de chargements va-
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Figure 2.31 – (a) Phase 1 : Extension de la membrane ayant un rayon initial de R0 = 0.10 m
jusqu’au rayon final r = 0.20 m; (b) Phase 2 : Remplissage d’un re´servoir couvert par la membrane
pilote´ par une hauteur de fluide h entre h = 0 to h = 0.160 m; (c) Phase 3 : Rotation de la partie
rigide he´mi-sphe´rique a` volume de fluide constant.
lide´s pre´ce´demment sur un exemple original, c’est-a`-dire : (i) chargement pilote´ par hauteur de fluide
h et (ii) chargement a` de´placement impose´ pour une volume de fluide fixe´.
Phase 1 : Calcul a` de´placement impose´ sans fluide
La phase 1 consiste a` calculer le de´placement ustr tel que x = X+ ustr, en conside´rant un de´-
placement impose´ sur son bord. Le rayon et l’e´paisseur initiale de la structure de la membrane sont
respectivement R0 = 0.10 m et T = 0.4 mm. Les parame`tres mate´riaux du caoutchouc sont les meˆmes
que ceux utilise´s au Pb 3. Le maillage de la membrane e´lastique est compose´ de mailles hexae´driques
a` 20 nœuds. La partie rigide du re´servoir est maille´e par des e´le´ments quadratiques a` 8 nœuds pour
les calculs utilisant la me´thode de ligne de niveau (le volume de fluide Vf et l’aire de la surface libre
Af). Les parame`tres du maillage sont donne´s en Fig. 2.32. Les maillages de´forme´s pour diffe´rents e´tats
de la simulation sont donne´s Fig. 2.33).
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Figure 2.32 – (a) Maillage de la membrane et de la partie rigide he´misphe´rique ; (b) parame`tres du
maillage compose´ d’hexae`dres a` 20 avec nθ le nombre d’e´le´ments d’un quart de la circonfe´rence, le
nombre d’e´le´ments dans l’e´paisseur nt = 1 et nr le nombre d’e´le´ments sur la ligne radiale, la valeur a
est donne´e pour la construction du maillage hexae´drique tel que a = 0.3Ri ; (c) Maillage surfacique de
la partie rigide du re´servoir, ce maillage est ne´cessaire pour le calcul du volume de fluide et l’aire de
la surface libre.
Figure 2.33 – Visualisation de la configuration courante du proble`me a` de´placement impose´ pour
passer d’un rayon intial de la membrane R0 = 0.1 m a` un rayon final r = 0.2 m. λ est un parame`tre
de chargement tel que λ = 0 (aucun chargement) and λ = 1 (fin du chargement). Le point A′
correspond a` la position courante du point A tel que XA = (0,−0.3Ri, 0) en configuration de re´fe´rence
et XA + ustr(XA) en configuration de re´fe´rence.
Phase 2 : Remplissage pilote´ par hauteur de fluide
L’objectif de la phase 2 est d’e´valuer le de´placement ufil de la structure partiellement remplie de
liquide tel que x = X+ ustr + ufil(h). Dans la suite, notre quantite´ d’inte´reˆt (QI) est la norme du
de´placement q =|| ufil(XA) || illustre´e en Fig. 2.34 lorsque la structure est comple`tement remplie. Le
tableau 5.4 re´capitule les donne´es du maillage et les valeurs de q pour diffe´rents parame`tres de maillage
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nθ et nr. Comme le montre la Figure 2.34, le maillage se´lectionne´ a pour parame`tres (nθ = 5, nr = 5)
avec moins de 0.5 % d’erreur par rapport a` une solution ”overkill” qref.
(nθ,nr) (1, 1) (2, 2) (5, 5) (10, 10) (20, 20) (40, 40)
nelem 5 20 125 500 1200 8000
ndof 144 489 1188 4623 18243 169209
q (mm) 11.03 11.77 11.81 11.83 11.85 qref = 11.86
Table 2.10 – Nombre d’e´le´ments nelem, nombre de degre´s de liberte´ ndof et valeur de la quantite´
d’inte´reˆt q(QI).
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Figure 2.34 – Convergence de la QI norme´e par la QI de re´fe´rence en fonction du nombre de degre´s
de liberte´ qref ; (a) E´tape 1 : Extension de la membrane en caoutchouc ; (b) Membrane charge´e par
un champ de pression hydrostatique si le re´servoir est comple`tement rempli.
Figure 2.35 – Champ de de´placement ufil de la membrane pour plusieurs jeux de parame`tres de
maillages (nθ,nr) : (a) (1, 1) ; (b) (2, 2) ; (c) (5, 5) ; (d) (10, 10) ; (e) (20, 20) ; (f) (40, 40).
Le remplissage de la structure s’effectue entre une hauteur h = 0 mm jusqu’a` h = 180 mm avec
un pas de hauteur de fluide fixe de dh = 20 mm. Les re´sultats sont donne´s sur diffe´rents maillages
de´forme´s Fig. 2.36, avec la ligne de contact non co¨ıncidente au maillage de la structure. L’e´volution de
q est trace´e Fig. 5.11 montrant une re´ponse non-line´aire en fonction du parame`tre de hauteur de fluide.
Comme il a e´te´ fait pour le Pb1, nous avons effectue´ deux simulations pour mettre a` nouveau en
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Figure 2.36 – Norme du champ de de´placement ufil de la membrane entre 0 mm (en bleu) et 10.6
mm (en rouge) pour diffe´rentes hauteurs de fluide :(a) h = 50 mm; (b) h = 100 mm; (c) h = 120
mm; (d) h = 160 mm.
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Figure 2.37 – E´volution de q en fonction de la hauteur de fluide ; (a) De´placement du point
A = (0, 0,−0.3Ri) au A′ lors de l’extension de la membrane ; (b) De´placement du point A′ lors
du remplissage.
e´vidence l’influence de Kf sur la convergence de l’algorithme de Newton-Raphson (voir Fig. 2.38).
Phase 3 : Rotation de la partie rigide
Cette dernie`re phase consiste a` imposer un de´placement de la partie rigide du re´servoir. Ce de´-
placement correspond a` une rotation impose´e autour de l’axe (O, ex). Le volume de fluide est fixe´ au
cours de la simulation. Le de´placement de la membrane est note´ urot tel que x = X+ ustr + urot(Vf).
Nous avons affiche´ en Fig. 2.39 : (i) le maillage de´forme´ en configuration courante et (ii) le maillage
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Figure 2.38 – Influence de la matrice tagente des forces suiveuses sur la convergence de l’algorithme
de Newton-Raphson pour diffe´rents e´tats d’e´quilibre (i.e. h = 40 mm, h = 80 mm, h = 120 mm and
160 mm) de la Phase 2.
de´forme´ sur une configuration fixe par rapport a` la partie rigide du re´servoir. La rotation est impose´e
par un angle θ ∈ [0, 360] degre´s avec un pas fixe de dθ = 1.8 degre´s. Le volume initial du fluide
Vf = 1.0× 10−3 m3 est choisi comme e´tant le volume du re´servoir de la phase 2 pour une hauteur de
fluide de h = 0.1 m.
La hauteur de fluide varie pendant la simulation pour satisfaire la condition de volume de fluide
constant (voir Fig. 2.40). L’e´volution de la norme du de´placement y est aussi repre´sente´e en fonction
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Figure 2.39 – Norme du champ de de´placement pour diffe´rentes configurations de re´fe´rence || urot ||
associe´s aux rotations de la partie rigide d’angle θ autour de l’axe (O, ex) pour un volume de fluide
fixe´ Vf = 1.0e−3 m3 (en bleu || urot ||= 0 et en rouge || urot ||= 4.55 mm).
de l’angle. Nous observons qu’entre θ = 230 et θ = 270 degre´s, la membrane n’est pas sollicite´e par la
pression du fluide.
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Figure 2.40 – E´volution de la hauteur de fluide et de q en fonction de l’angle θ entre θ = 0 degre´s et
θ = 360 degre´s.
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Enfin, nous avons trace´ en Figure 2.41 l’e´volution du re´sidu d’e´quilibre au cours des ite´ration de
Newton-Raphson pour quatre angles donne´es. Une le´ge`re de´croissance du taux de convergence peut
eˆtre observe´e, ne´anmoins le nombre d’ite´rations ne´cessaire pour converger reste satisfaisant (entre 3
et 4 ite´rations de Newton-Raphson).
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Figure 2.41 – Influence de la matrice tagente des forces suiveuses sur la convergence de l’algorithme
de Newton-Raphson pour diffe´rents e´tats d’e´quilibre (a) θ = 45 degre´s ; (b) θ = 90 degrees ; (c) θ = 135
degre´s ; (d) θ = 180 degre´s.
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Nombre d’e´le´ments volumiques 125
Nombre d’e´le´ments surfaciques 250
Nombre de degre´s de liberte´ 2784
Nombre d’incre´ments de chargement phase 1 10
Nombre d’incre´ments de chargement phase 2 9
Nombre d’incre´ments de chargement phase 3 200
Temps simulation phase 1 2 minutes
Temps simulation phase 2 2 minutes
Temps simulation phase 3 30 minutes
Table 2.11 – Pb 5 : Informations maillages et temps de calculs associe´s
2.7 Conclusion et contributions
Dans ce chapitre, nous avons calcule´ l’e´quilibre non-line´aire ge´ome´trique de re´servoirs flexibles
partiellement remplis de liquides. L’action du fluide incompressible au repose sur la structure a e´te´
mode´lise´e par un champ de pression suiveur hydrostatique. Un algorithme de Newton-Raphson com-
bine´e a` une me´thode originale de ligne de niveau a e´te´ imple´mente´ sous matlab. Les formulations du
proble`me ont e´te´ rappele´s pour des proble`mes stables et instables re´solus par la me´thode des e´le´ments
finis. Les deux contributions les plus importantes sont (i) la construction de la matrice tangente des
forces suiveuses et (ii) l’utilisation d’une ligne de niveau pour l’inte´gration d’e´le´ments partiellement
mouille´s. Ce dernier aspect est ne´cessaire pour le calcul des efforts exte´rieurs et de la matrice tan-
gente qui de´pendent de la surface mouille´e courante. Ces deux contributions ont e´te´ combine´s pour
la re´solution d’exemples nume´riques utilisant des e´le´ments quadratiques a` 20 nœuds. Nos re´sultats
ainsi obtenus sont en accord avec la litte´rature existante [42, 48], validant ainsi le calcul de l’e´tat
pre´contraint. Cet e´tat peut eˆtre directement re´cupe´re´ pour le calcul des vibrations hydroe´lastiques
line´arise´es dans en Partie 2. Nous rappelons que ces travaux ont e´te´ pre´sente´s en confe´rences [28, 29]
et a donne´ suite a` un article dans un journal international avec comite´ de lecture [30].
Vers un calcul du proble`me non-line´aire sur base re´duite a priori : La mode´lisation que nous
avons propose´e est une approche incre´mentale. Nous montrons au travers de nos exemples que un pa-
rame`tre de chargement, les temps de calculs restent raisonnables (tout de´pend du nombre d’incre´ments
de chargement et de degre´s de liberte´ du syste`me). Le chapitre suivant propose un autre approche
pour calculer un e´tat d’e´quilibre statique. La me´thode propose´e consiste a` calculer la solution sous
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forme de base re´duite calcule´e a priori. Nous nous demandons :
(i) Est-ce que les approches sur bases re´duites avec la prise en compte de non-line´arite´s ge´ome´-
triques et de forces suiveuses convergent ?
(ii) Si elles convergent, est-ce que le temps de calcul est plus faible que l’approche incre´mentale
propose´e pour un parame`tre de chargement ?
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Chapitre 3
E´quilibre statique non-line´aire
ge´ome´trique avec forces suiveuses
uniformes par construction d’une base
re´duite PGD a priori
Ce chapitre porte sur la formulation d’un proble`me non-line´aire ge´ome´trique avec force suiveuse
uniforme via l’utilisation de la Proper Genearlized Decomposition (PGD) a priori. Trois points
particuliers sont ainsi de´taille´s. Le premier repose sur l’expression du principe des travaux virtuels
avec l’hypothe`se d’une solution e´crite sous forme de produits de fonctions a` variables se´pare´es. De
ce fait, la solution de´pend de la position de la ge´ome´trie de re´fe´rence et du chargement de pression
uniforme. Nous montrons que l’approche revient a` re´soudre une succession de sous-proble`mes non-
line´aires se´pare´s en espace et en parame`tre de pression. Le deuxie`me point concerne la re´solution
de ces sous-proble`mes non-line´aires. Enfin, nous montrons aux travers d’exemples nume´riques la
validite´ de l’approche via la convergence de la solution reconstruire vers une solution de re´fe´rence.
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3.1 Introduction et e´tat de l’art
3.1.1 Enjeu : Re´duction de mode`le a priori
Dans ce chapitre, nous proposons une formulation originale pour le calcul d’une solution statique
non-line´aire avec forces suiveuses (voir Fig. 3.2), par utilisation de la PGD a priori, combine´e a` la
me´thode des e´le´ments finis. Les non-line´arite´s ge´ome´triques sont prises en compte dans le mode`le.
L’objectif est de ge´ne´rer une base re´duite sans effectuer le calcul du mode`le complet (cf. Chapitre
1). La principale originalite´ de ce chapitre consiste a` exprimer le travail des des efforts exte´rieurs
de´pendant du de´placement e´crit sous forme de fonctions a` variables se´pare´es.
Figure 3.1 – Exemple d’abaque virtuel pour ge´ne´rer des solutions ”en-ligne” a` partir d’une base
re´duite ge´ne´re´e ”hors-ligne”. Dans la suite, nous ne conside´rons qu’un parame`tre de chargement avec
pression uniforme pour simplifier les calculs.
A ce jour, aucune formulation incluant des forces suiveuses n’a e´te´ propose´e dans la litte´rature
associe´e a` la PGD. L’originalite´ de ce chapitre est de proposer une formulation avec un parame`tre de
pression uniforme, pour re´soudre le proble`me avec non-line´arite´s ge´ome´triques. Les nombreux de´tails
de calcul associe´s aux sous-proble`mes se´pare´s sont donne´es en Annexe D. En particulier, les de´velop-
pements associe´s aux expressions des e´nergies virtuelles internes et externes et leurs line´arisations,
sont expose´s en conside´rant une loi de comportement hypere´lastique de Saint-Venant Kirchhoff.
Au cours de ces dix dernie`res anne´es, un grand nombre de proble`mes multi-physiques ont e´te´ revi-
site´s via la me´thode de re´duction de mode`le PGD a priori [68]. Cette me´thode consiste a` approximer
la solution du proble`me par une se´rie de produits de fonctions a` variables se´pare´es. Cette hypothe`se
conduit a` la re´solution d’une succession de sous-proble`mes par un algorithme de point fixe. La PGD
permet de contourner la male´diction de la dimensionnalite´ lors de la construction d’une base re´duite
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Figure 3.2 – Configuration de re´fe´rence et configurations courantes de la surface interne d’un re´servoir
soumis a` des champs de pression suiveurs.
”hors-line”. Ainsi, l’utilisateur peut se servir de cette base pour ge´ne´rer des solutions approche´es en
temps re´el pour un grand nombre de parame`tres [69, 70, 71]. Notons que la PGD n’est efficace que
si la solution peut eˆtre e´crite sous forme de fonctions a` variables se´pare´es. De nombreux exemples
de proble`mes en me´canique non-line´aire sont propose´s dans la litte´rature [72], tel que les proble`mes
de contact entre deux solides, [73], les proble`mes non-line´aires e´lasto-plastiques [74], le comportement
non-line´aire du sol [75] et les proble`mes non-line´aires ge´ome´triques [76]. D’autres types de proble`mes
rencontre´s en me´caniques ont e´te´ traite´s via la PGD tels que la dynamique transitoire [77, 78], ou
des proble`mes a` parame`tres ge´ome´triques variables [79, 80, 81]. De plus, la combinaison de la PGD
a` d’autres me´thodes nume´riques ont vu le jour tel que la POD-PGD (Proper Orthogonal Decom-
position) pour re´soudre les e´quations de la dynamique en temps re´el[82] ou la LATIN-PGD (LArge
Time INcrement) [83, 84, 85] pour la re´solution de proble`mes non-line´aire non incre´mentaux. Nous
pouvons aussi citer la PGD-ANM (Asymptotic Numerical Method ou Me´thode Asymptotique Nume´-
rique) utilise´ pour re´soudre des proble`mes avec non-line´arite´s ge´ome´triques et non-line´arite´s de lois
de comportement hypere´lastique en grandes de´formations [86, 87]. Aussi la PGD-HBM (Harmonic
Balance Method ou Balance Harmonique) [88, 89] a e´te´ utilise´e pour calculer des modes non-line´aires.
La PGD est aussi de´veloppe´e dans le cadre de la ve´rification de mode`les pour le calcul d’estimateurs
d’erreurs [90].
Notons qu’il existe d’autres approches de re´duction de mode`le tel que la POD [91, 92]. Cependant,
ces approches ne´cessitent le calcul du mode`le complet sur un plage de parame`tres pour ge´ne´rer des
bases re´duits a posteriori. De nombreuses applications utilisant la POD sont propose´es dans la litte´-
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rature. Nous pouvons au moins citer quelques une faisant intervenir des non-line´arite´s ge´ome´triques,
[93], de l’homoge´ne´isation de mate´riaux hypere´lastiques [94] ou le calcul en temps re´el de simulation
de tissues tre`s souples POD-PCMFS (Point Collocation Method of Finite Spheres) [95].
Le contenu de ce Chapitre est le suivant. En Section 3.2, nous rappelons succinctement les e´le´ments
cle´s de la formulation variationnelle discre´tise´e, pour un proble`me non-line´aire avec forces suiveuses.
En Section 3.3, nous nous servons de l’hypothe`se d’une solution e´crite sous forme de produits de fonc-
tions a` variables se´pare´es de la PGD a priori, dans les e´quations non-line´aires. Nous faisons apparaˆıtre
deux sous-proble`mes se´pare´s : un proble`me en espace et un autre en parame`tre de pression. Ensuite, en
Section 3.4, une discre´tisation EF, analogue au proble`me non-line´aire de´crit au Chapitre 2, est propo-
se´e. Ce proble`me est re´solu par une me´thode de Newton, ce qui ne´cessite la line´arisation du proble`me
et donc la construction des matrices tangentes et des re´sidus d’e´quilibre. En Section 3.5, nous mon-
trons que le proble`me de parame`tre de pression peut s’e´crire sous la forme d’un proble`me fonctionnel
polynomial. Deux me´thodes de re´solution sont propose´es dans ce chapitre. Enfin, en Section 3.6, des
applications nume´riques montrant la convergence de la me´thode sont propose´es, permettant ainsi de
valider l’approche et son imple´mentation nume´rique.
3.2 Proble`me NL ge´ome´trique avec forces suiveuses
3.2.1 Rappel : Discre´tisation du principe des travaux virtuels
Le proble`me consiste a` trouver le champ de de´placement inconnu u qui ve´rifie l’e´quation suivante :
δWint(u)− δWext(u) = 0,∀ δu ∈ Cu (3.1)
avec δu le champ de de´placement virtuel, Cu l’espace des fonctions cine´matiquement admissibles, δWint
et δWext les travaux virtuels des e´nergies internes et externes. Nous rappelons la de´finition de leurs
expressions ci-dessous :
δWint(u) =
∫︂
Ω
δE : S dV (3.2)
δWext(u) = −
∫︂
∂tω
δu · pn ds (3.3)
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avec δE la forme virtuelle du tenseur de Green-Lagrange et E le tenseur de green-Lagrange 1 et S le
second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Pour faciliter nos de´veloppements, δWint est direc-
tement e´crite en configuration de re´fe´rence Ω et δWext sur la configuration courante ω (cf. Chapitre
1 pour la de´finition des configurations courantes et de la configuration de re´fe´rence). L’expression du
travail virtuel externe, prenant en compte l’hypothe`se de fonctions a` variables se´pare´es, sera de´taille´e
dans la suite du manuscrit. Nous prendrons en compte une loi de comportement hypere´lastique de
Saint-Venant Kirchhoff 2.
La discre´tisation EF des Eqs. (3.1) conduisent a` l’expression du proble`me non-line´aire :
Fint(q)− Fext(q) = 0 (3.7)
avec Fint et Fext les vecteurs des efforts internes et externes, tous deux de´pendants du vecteur des
inconnues nodales q. La line´arisation d’un tel proble`me permet d’e´crire le proble`me line´aire tangent,
utilise´ dans un algorithme de Newton, tel que :
[Kmat +Kgeo −Kfol]∆q = R(q) (3.8)
avecR le re´sidu d’e´quilibre,Kmat la matrice tangente de raideur mate´riau,Kgeo la matrice tangente de
raideur ge´ome´trique et Kfol la matrice tangente du chargement suiveur. Dans la suite, nous proposons
une autre me´thode base´e sur la PGD a priori pour re´soudre le proble`me non-line´aire.
3.3 PGD a priori avec pression uniforme
Par opposition a` la re´duction de mode`le a priori, la re´duction de mode`le a posteriori ne´cessite
la construction de ”snapshots” a` partir du proble`me complet avant la ge´ne´ration d’une base re´duite.
1. De´finition du tenseur de Green-Lagrange et de sa forme virtuelle :
E = 12(Gradu+Grad
Tu+GradTuGradu) (3.4)
δE = 12(Grad δu+Grad
Tδu+GradTδu Gradu+GradTu Grad δu) (3.5)
2. Loi de comportement de Saint-Venant Kirchhoff :
S = 2µE+ λtr(E)I ou S = D : E (3.6)
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Dans ce cas, si le nombre de parame`tres devient trop e´leve´, le temps de calcul ne´cessaire peut devenir
prohibitif a` cause de la male´diction de la dimension. Au contraire, l’ide´e principale des approches a
priori consiste a` construire une base re´duite avant la ge´ne´ration de solutions approche´es. De ce fait,
le nombre de calculs a` effectuer est re´duit par principe (il est de´pendant du nombre de vecteurs de la
base). Dans le cadre de la PGD a priori, nous partons du postulat que la solution peut s’e´crire sous
forme de produits de fonctions a` variables se´pare´es tel que :
u(n) =
n∑︂
i=1
⎛⎝Λi(X) K∏︂
j=1
λji (µj)
⎞⎠ (3.9)
avec K le nombre de parame`tres et n le nombre de produits de fonctions a` variables se´pare´es. Dans
notre cas, nous allons introduire ce type de solution directement dans le principe des travaux virtuels
donne´ par l’Eq. (3.1). Dans la suite, nous conside´rons un parame`tre de pression uniforme pour simpli-
fier les de´veloppements.
En re´sume´, l’avantage de la re´duction de mode`le a priori repose sur la construction de la base
re´duite ”hors-ligne” qui ne ne´cessite aucun calcul du mode`le complet. La base ge´ne´re´e peut permettre
de construire la solution du proble`me multi-parame´trique en temps re´el.
3.3.1 PGD avec champ de pression uniforme et grandes transformations
Nous conside´rons dans ce de´veloppement un champ de pression uniforme p inde´pendant de la posi-
tion courante. Ce champ de pression varie sur une plage de parame`tres I = [0, Pmax]. L’approximation
du champ de de´placement a` reconstruire s’e´crit sous forme suivante :
u(n) =
n∑︂
i=1
ui =
n∑︂
i=1
Λi(X)λi(p) (3.10)
avec n couples inconnus (Λi, λi). Les solutions en espace Λi de´pendent du vecteur position de re´fe´rence
X et les solutions en parame`tre de pression λi de´pendent du parame`tre de pression uniforme p. A
partir des e´quations pre´ce´dentes, la de´marche classique de la PGD consiste a` calculer la (k + 1)e`me
approximation uk+1 = λk+1Λk+1 en supposant les k premie`res approximations connues.
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3.3.2 Ge´ne´ration de la (k + 1)e`me approximation sachant les k premie`res
Dans cette section, les k premiers couples d’approximation u(k) sont suppose´s connus. Par souci
de clarte´, dans la suite de ce chapitre u(k) devient u, Λk+1 devient Λ et λk+1 devient λ, ainsi :
u(k+1) = u+Λλ (3.11)
L’un des points-cle´s de la me´thode consiste a` exprimer le champ virtuel de de´placement comme somme
de deux termes :
δ(λΛ) = δλΛ+ λδΛ (3.12)
avec δλ le champ virtuel de la fonction en parame`tre de chargement et δΛ le champ virtuel de la
fonction en espace. Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer le principe des travaux virtuels
a` partir des Eqs. (3.2) et (3.3), que nous inte´grerons sur l’intervalle de pression I. L’objectif est de
formuler deux sous-proble`mes : (i) un sous-proble`me en espace et (ii) un sous-proble`me en parame`tre
de pression (voir Fig. 3.3).
Figure 3.3 – Approche propose´e pour exprimer les deux sous-proble`mes (non-line´aires) en utilisant
les hypothe`ses de la PGD a priori. L’objectif est de calculer le couple (λ,Λ) qui ve´rifie les deux
sous-proble`mes, l’un en espace et l’autre en parame`tre de pression.
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3.3.3 Travail virtuel des efforts inte´rieurs inte´gre´ sur l’intervalle de pression
Le travail virtuel des efforts inte´rieurs repose sur l’expression du tenseur de Green-Lagrange E et
de sa forme virtuelle δE avec l’approximation de la PGD et les champs virtuels de´finis par les Eqs.
(3.11) et (3.12). Afin de faciliter nos de´veloppements, nous introduisons les notations suivantes ε et γ,
correspondant respectivement a` la partie line´aire et la partie quadratique du tenseur des de´formations
de Green-Lagrange, tels que :
ε(u) = 12(Gradu+Grad
Tu) (3.13)
γ(u,u) = 12(Grad
TuGradu) (3.14)
En conside´rant l’approximation Eq. (3.12), le tenseur de Green-Lagrange s’e´crit de fac¸on suivante :
E(u(k+1)) = ε(u) + γ(u,u) + λ [ε(Λ) + γ(u,Λ) + γ(Λ,u)] + λ2γ(Λ,Λ) (3.15)
Par conse´quent, a` partir des notations de l’e´quation (3.12), le tenseur δE se de´compose en deux parties
distinctes :
δE(u(k+1)) = δEΛ + δEλ (3.16)
avec
δEΛ = λ [ε(δΛ) + γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)] + λ2 [γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)] (3.17)
δEλ = δλ [ε(Λ) + γ(Λ,u) + γ(u,Λ)] + 2λ δλγ(Λ,Λ) (3.18)
L’expression de δEΛ (resp. δEλ) contient des ope´rateurs qui de´pendent exclusivement de δΛ (resp.
δλ). Les termes qui de´pendent de u dans les Eqs. (3.15), (3.17) et (3.18) s’expriment en fonction des
k couples suppose´s connus (Λi, λi)i=1...k tels que :
ε(u) =
k∑︂
i=1
λiε(Λi) (3.19)
γ(u,u) =
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
λiλjγ(Λi,Λj) (3.20)
γ(u,a) + γ(a,u) =
k∑︂
i=1
λi(γ(Λi,a) + γ(a,Λi)) (3.21)
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avec a faisant re´fe´rence a` Λ ou δΛ. A partir de toutes ces notations, l’expression du travail virtuel
interne de´fini l’e´quation (3.2), inte´gre´ sur I, s’exprime comme e´tant la somme de deux expressions :∫︂
I
δWint dp =
∫︂
I
∫︂
Ω
δEΛ : D : E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞
δGint
+
∫︂
I
∫︂
Ω
δEλ : D : E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞
δHint
(3.22)
avec δGint et δHint, des termes qui de´pendent respectivement des champs virtuels δλ et δΛ. Compte
tenu du tre`s grand nombre de termes a` expliciter, l’expression comple`te de la forme δGint n’est pas
de´taille´e ici. Elle s’e´crit comme une somme de 12 termes note´s ai tels que :
δGint(Λ, λ) =
12∑︂
i=1
ai (3.23)
L’expression des termes ai sont tous explicite´s en Annexe D.1.1. De fac¸on analogue, l’expression
comple`te des terme δHint s’e´crit :
δHint(λ,Λ) =
12∑︂
i=1
ci (3.24)
avec les coefficients ci de´taille´s en Annexe D.1.2. Tous les termes ai et ci peuvent s’exprimer comme
produits de fonctions a` variables se´pare´es. Cette proprie´te´ ne serait pas conserve´e si nous avions utilise´
une loi de comportement hypere´lastique quasi-incompressible. Dans ce cas la`, un de´veloppement de
Taylor serait ne´cessaire comme cela a e´te´ propose´ par [86, 87].
3.3.4 Travail virtuel des efforts exte´rieurs
Nous rappelons que le champ de pression p est suppose´ uniforme dans nos de´veloppements. A
partir de l’ Eq. (3.12), le travail virtuel des efforts exte´rieurs Eq. (3.3), inte´gre´ sur l’intervalle I, s’e´crit
comme somme de deux termes tels que :
∫︂
I
δWext dp = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
λ δΛ · pn ds dp⏞ ⏟⏟ ⏞
δGext
−
∫︂
I
∫︂
∂tω
δλΛ · pn ds dp⏞ ⏟⏟ ⏞
δHext
(3.25)
avec δGext et δHext qui de´pendent respectivement de δΛ et δλ. La normale exte´rieure a` la paroi n
de´pend de la position courante de la structure. Par conse´quent δGext et δHext de´pendent aussi des
inconnues Λ et λ. Nous introduisons un changement de variable, sur une surface re´gle´e ∂tΩ parame´tre´e
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par (ξ, η) tel que : ∫︂
∂tω
n ds =
∫︂
∂tΩ
(x,ξ × x,η) dξdη (3.26)
=
∫︂
∂tΩ
(X,ξ + u,ξ + λΛ,ξ)× (X,η + u,η + λΛ,η) dξdη (3.27)
La partie spatiale δGext du travail virtuel Eq. (3.25) s’exprime alors comme somme de 6 termes note´s
bi tels que :
δGext(Λ) =
6∑︂
i=1
bi (3.28)
Les termes bi sont tous explicite´s en Annexe D.1.3. De fac¸on analogue, δHext s’exprime aussi sous la
forme suivante de 6 termes :
δHext(Λ) =
6∑︂
i=1
di (3.29)
avec les termes di de´taille´s en Annexe D.1.4. Les termes bi et di conservent la proprie´te´ de fonctions
a` variables se´pare´es. L’utilisation de la PGD dans l’expression du travail virtuel des efforts exte´rieurs
avec forces suiveuses est l’une des originalite´s de ce Chapitre.
3.3.5 Formulations variationnelles se´pare´es et algorithme de point fixe
La nouvelle formulation consiste a` trouver le couple de fonctions inconnues (Λ, λ) ve´rifiant les
e´quations suivantes :
δG(Λ, λ) = δGint(Λ, λ)− δGext(Λ, λ) = 0, ∀δΛ ∈ CΛ (3.30)
δH(Λ, λ) = δHint(Λ, λ)− δHext(Λ, λ) = 0, ∀δλ ∈ Cλ (3.31)
avec CΛ et Cλ des espaces de fonctions suffisamment re´gulie`res (CΛ ayant une admissibilite´ cine´matique
a` ze´ro tel que δΛ = 0 sur ∂uΩ). Un algorithme de Point Fixe est utilise´ pour re´soudre ce couple
de proble`mes non-line´aires associe´s aux e´quations (3.30) et (3.31). Cela consiste a` re´soudre les deux
sous-proble`mes alternativement jusqu’a` convergence (voir Tab. 3.1). Le premier proble`me revient a`
trouver Λ, pour un λ donne´, ve´rifiant l’e´quation suivante :
δG(Λ, δΛ) = 0, ∀δΛ ∈ CΛ (3.32)
Ensuite, sachant Λ, le deuxie`me proble`me consiste a` trouver λ qui ve´rifie :
δH(λ, δλ) = 0, ∀δλ ∈ Cλ (3.33)
Ces deux e´tapes sont re´pe´te´es jusqu’a` la stagnation du couple de solutions.
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Algorithm 1 : greedy algorithm
Initialization λ0
While the criterion is non verified
Compute Λ knowing λ0 (nonlinear solution δG(Λ))
Compute λ knowing Λ (nonlinear solution δH(λ))
λ0 ← λ
End while
Table 3.1 – Algorithme glouton pour deux parame`tres
3.3.6 Conclusion sur la formulation
Dans cette Section, nous avons exprime´ la formulation variationnelle d’un proble`me non-line´aire
ge´ome´trique avec forces suiveuses en conside´ration notre solution e´crite sous forme de produit de
fonctions a` variables se´pare´es. Sachant les k premiers couples d’approximation (Λi, λi), l’objectif
est de trouver le (k + 1)e`me couple note´ (Λ, λ) solution de deux sous-proble`mes non-line´aires :
δG(Λ, λ) = 0, ∀δΛ ∈ CΛ (3.34)
δH(Λ, λ) = 0, ∀δλ ∈ Cλ (3.35)
Un algorithme de point fixe est utilise´ pour y parvenir.
La re´solution des Eqs. (3.34) and (3.35) ne sont pas triviales. La section suivante est consacre´e a`
la re´solution du proble`me en espace δG pour une fonction λ suppose´e connue, avec la me´thode des
e´le´ments finis. Ce proble`me e´tant par nature non-line´aire, une me´thode de Newton-Raphson sera uti-
lise´e. La line´arisation exacte de l’e´quation (3.34) est de´taille´e en sous-section 3.4.4 afin d’exprimer le
proble`me line´aire tangent. La re´solution du proble`me en parame`tre de pression Eq. (3.35) sera de´taille´e
plus loin en Section 3.5.
Remarque : La me´thode des e´le´ments finis est particulie`rement adapte´e pour exprimer le change-
ment de variable de l’Eq. (3.27), sur une surface iso-parame´trique (voir Fig. 3.4).
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Figure 3.4 – Discre´tisation EF de la structure. Configuration de re´fe´rence et configuration courante
d’un e´le´ment de surface iso-parame´trique.
3.4 Discre´tisation EF du proble`me en espace
Cette Section a deux objectifs : (i) exprimer le proble`me non-line´aire discre´tise´ δG associe´ a`
l’Eq. (3.34) et (ii) exprimer le proble`me line´aire tangent utilise´ dans un algorithme de re´solution
non-line´aire de type Newton-Raphson. Nous rappelons que δG est la somme de deux termes δGint et
δGext. Afin de faciliter nos de´veloppements, nous exprimerons d’abord la forme discre`te de δGint, puis
celle de δGext.
3.4.1 Forme discre`te de δGint
La discre´tisation EF associe´e a` la fonction Λ est note´e Λh = Φr et sa forme virtuelle δΛh = Φδr
avec r le vecteur d’inconnues nodales et δr sa forme virtuelle. La forme discre´tise´e de δGhint permet
d’e´crire le vecteur Gint, qui de´pend du vecteur inconnu r, tel que :
δGhint = δrTGint(r) (3.36)
Le vecteur Gint est la somme de nombreux termes, de´pendant des k couples de modes connues.
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Son expression est donne´e ci-dessous :
Gint = α1G1 + α2G2 + α3G3 + α4G4
+
k∑︂
i=1
α5iG5i + α6iG6i + α7iG7i + α8iG8i + α9iG9i + α10iG10i
+
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
α5ijG5ij + α7ijG7ij + α11ijG11ij + α12ijG12ij
+
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
k∑︂
l=1
α11ijlG11ijl (3.37)
Les coefficients associe´s a` la lettre grecque α de´pendent des fonctions λ et λi et sont re´capitule´s dans
le tableau Tab. D.1 de l’Annexe D.2.1. L’expression des vecteurs sont tous explicite´s en Annexe D.2.2.
La construction de tous ces vecteurs fait intervenir des ope´rateurs discre´tise´s analogues a` ceux utilise´s
pour construire le vecteur des efforts inte´rieurs.
Un proble`me nume´rique majeur apparaˆıt lors de la construction de Gint. Les doubles sommes et
triples sommes de l’Eq. (3.36) conduisent a` la construction d’un tre`s grand nombre de termes, si le
nombre de modes n est grand (n > 10). Le temps de calcul et la me´moire ne´cessaire a` la construction
des ope´rateurs peuvent eˆtre impacte´e. Nous verrons que pour les exemples nume´riques, le nombre de
modes ne´cessaires a` la reconstruction d’une solution satisfaisante reste infe´rieur a` 10. Si le nombre de
modes s’ave`re devoir eˆtre supe´rieur a` 10, peut-eˆtre qu’une me´thode d’orthogonalisation des modes en
espaces serait une piste judicieuse pour minimiser le nombre de termes a` calculer.
3.4.2 Forme discre´tise´e de δGext
De fac¸on analogue a` la sous-section pre´ce´dente, la forme discre´tise´e de l’Eq. (3.28) s’e´crit sous
forme de produits de vecteurs, tel que :
δGhext = δrTGext(r) (3.38)
avec Gext exprime´ sous forme d’une somme :
Gext = β1Ge1 + β2Ge2 + β3Ge3 +
k∑︂
i=1
(β5iGe5i + β6iGe6i)
+
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
β4ijGe4ij (3.39)
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Les coefficients associe´s a` la lettre grecque β, qui de´pendent des fonctions λ et λi connus, sont expli-
cite´s dans le tableau D.2 de l’ Annexe D.2.3. Les vecteurs sont de´taille´s en Annexe D.2.4. Notons que
la construction de ces vecteurs est analogue a` la construction du vecteur des efforts exte´rieurs avec
forces suiveuses.
Dans le cadre de ce Chapitre, nous supposons que le champ de pression est uniforme. Si nous avions
utilise´ un champ de pression hydrostatique de´pendant de la configuration courante, de nombreux
termes additionnels seraient a` prendre en compte dans l’e´quation (3.39). L’expression d’un tel champ
serait a` pre´voir en perspective de ces travaux de recherches.
3.4.3 E´quation non-line´aire discre´tise´e du proble`me spatial
Le sous-proble`me spatial discre´tise´ est un proble`me non-line´aire vectoriel de la forme suivante :
G(r) = Gint(r)−Gext(r) = 0 (3.40)
Il est analogue au proble`me non-line´aire pre´sente´ au chapitre 2 dans la mesure ou` Gint et Gext sont
assez proches des vecteurs des efforts inte´rieurs et exte´rieurs Fint et Fext. La Fig. 3.5 re´capitule sous
forme de sche´ma les ope´rateurs discre´tise´s associe´s aux formes continues du proble`me spatial. Malgre´
l’analogie, les difficulte´s des expressions reposent d’une part sur le nombre de termes a` construire et
d’autre part sur l’expression des coefficients (voir Tabs. D.1 et D.2 de´taille´s en Annexe D).
Figure 3.5 – Forme continue et forme discre´tise´e par MEF associe´ a` l’e´quation non-line´aire en espace.
A cette e´tape, les λ sont connus, donc les coefficients qui de´pendent de λ peuvent eˆtre calcule´s avant
la re´solution du proble`me.
Afin de re´soudre cette e´quation non-line´aire, la sous-section 3.4.4 est consacre´e a` la line´arisation
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de G. Nous de´taillons en particulier l’expression des matrices tangentes qui seront utilise´es dans un
algorithme de Newton-Raphson.
3.4.4 Line´arisation de δG fonction de Λ sachant λ
Rappelons que le proble`me a` re´soudre est de la forme suivante : δG = δGint−δGext. Afin d’exprimer
les matrices tangentes, un travail pre´liminaire consiste a` line´ariser la forme continue de δGint telle que :
∆δGint(Λ, λ) =
∫︂
I
∫︂
Ω
∆δEΛ : D : E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δGg(δΛ,∆Λ)
+
∫︂
I
∫︂
Ω
δEΛ : D : ∆E dV dp⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δGm(δΛ,∆Λ)
(3.41)
ou` ∆E et ∆δEΛ sont respectivement la line´arisation du tenseur de Green-Lagrange et de sa forme
virtuelle par rapport a` Λ. Leurs expressions sont donne´es ci-dessous :
∆δEΛ = λ2(γ(δΛ,∆Λ) + γ(∆Λ, δΛ)) (3.42)
∆E = λ[ε(∆Λ) + γ(u,∆Λ) + γ(∆Λ,u)] + λ2[γ(∆Λ,Λ) + γ(Λ,∆Λ)] (3.43)
Ensuite, e´tant donne´ que la variable p ne de´pend pas de Λ, la line´arisation de δGext est donne´e
ci-dessous :
∆δGext(Λ, λ) = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛλ · p∆n ds dp⏞ ⏟⏟ ⏞
∆δGf(δΛ,∆Λ)
(3.44)
avec ∆n, la variation de la normale. A l’aide d’un changement de variable et de l’hypothe`se de la
PGD, la variation de normale s’e´crire de fac¸on suivante :∫︂
∂tω
∆nds =
∫︂
∂tΩ
λ∆Λ,ξ × (X,η + u,η + λΛ,η) dξdη +
∫︂
∂tΩ
(X,ξ + u,ξ + λΛ,ξ)× λ∆Λ,η dξdη (3.45)
Les discre´tisations par la MEF des Eqs.(3.41) et (3.44) font apparaˆıtre les expressions des matrices
tangentes, pour re´soudre le sous-proble`me non-line´aire discre´tise´ G(r) = 0.
3.4.5 Contributions analogues aux matrices de raideurs mate´riaux, ge´ome´triques
et de forces suiveuses
La forme discre´tise´e de ∆δGm note´e ∆δGhm s’e´crit de fac¸on suivante :
∆δGhm = δrTKm∆r (3.46)
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avec la matrice Km de´taille´e en Annexe D.3.1. La meˆme de´marche permet d’e´crire la forme discre´tise´e
de ∆δGgeo tel que :
∆δGhg = δrTKg∆r (3.47)
avec le de´tail de la matrice Kg donne´e en Annexe D.3.2. Ces deux matrices de´pendent de deux coeffi-
cients associe´s aux lettres grecques α de´taille´s en Tab. D.1. Leurs expressions de´pendent d’ope´rateurs
utilise´s pour construire les matrices tangentes ge´ome´trique et mate´riau.
Enfin, la forme discre´tise´e ∆δGhf s’e´crit de la forme suivante :
∆δGhf = δrTKf∆r (3.48)
dont l’expression de Kf est de´taille´e en Annexe D.3.3.
3.4.6 Re´solution du proble`me line´aire tangent en espace
Le proble`me line´aire tangent, utilise´ dans un algorithme de Newton-Raphson pour re´soudre le
sous-proble`me non-line´aire en espace, s’e´crit de fac¸on suivante :
(Km +Kg −Kf)∆r = −G(r) (3.49)
Les matrices tangentes sont associe´es aux formes line´arise´es de ∆G rappele´es en Fig. 3.6.
Figure 3.6 – Formes continues et formes discre`tes du proble`me spatial line´arise´. Les matrices tangentes
sont analogues aux matrices du proble`me non-line´aire avec forces suiveuses.
L’utilisation des matrices tangentes garantit une convergence quadratique de la solution du pro-
ble`me spatial Λ. Cette solution calcule´e est ensuite utilise´e pour re´soudre le proble`me en parame`tre
de pression Eq. (3.33), aborde´ dans la Section 3.5.
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3.5 Sous-proble`me en parame`tre de pression
Dans cette section, nous proposons deux approches pour re´soudre le sous-proble`me en parame`tre
de pression δH de l’Eq. (3.33) avec Λ connu. Dans un premier temps nous rappelons l’expression de
l’e´quation fonctionnelle non-line´aire δH et les coefficients de´pendant de Λ et de Λi. Ensuite, deux
me´thodes de re´solutions sont pre´sente´es : (i) la premie`re consiste a` effectuer une discre´tisation EF a`
une dimension sur l’intervalle de parame`tre de pression I et (ii) l’autre approche consiste a` re´soudre
le sous-proble`me non-line´aire de fac¸on incre´mentale sur l’intervalle de pression I.
3.5.1 Expression de δH en conside´rant une pression uniforme
Le proble`me de parame`tre de pression peut s’e´crire sous la forme variationnelle suivante :
δH(λ, δλ) =
∫︂
I
δλ H(λ) dp = 0,∀ δλ ∈ Cλ (3.50)
avec H(λ) une e´quation fonctionnelle polynomiale en λ de la forme suivante :
H(λ) = q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ3 (3.51)
Les coefficients qi and ri sont de´taille´s en Annexe D.4. Tous ces coefficients de´pendent des fonctions
en espaces suppose´es connues Λ and Λi.
3.5.2 Re´solution de δH avec Λ connu
Me´thode 1 : Approche par discre´tisation EF - A partir de la formulation variationnelle Eq. (3.50),
nous pouvons exprimer sa forme line´arise´e e´crite ci-dessous :
∆δH(δλ,∆λ) =
∫︂
I
[q1 + r1 p+ 2(q2 + r2 p)λ+ 3q3λ2]∆λ dp = 0 (3.52)
Nous pouvons introduire la discre´tisation EF λh = Ψs et sa forme virtuelle discre´tise´e δλh = Ψδs,
avec Ψ une matrice de fonction de forme 1D, s le vecteur d’inconnues nodales et δs sa forme virtuelle.
Les formes discre´tise´es associe´es aux Eqs. (3.50) et (3.52) s’expriment sous la forme suivante :
δH(λh) = δsTH(s) (3.53)
∆δH(δλh,∆λh) = δsTKh∆s (3.54)
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avec
H(s) =
∫︂
I
ΨT[q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ3] dp (3.55)
Kh =
∫︂
I
ΨT[q1 + r1 p+ 2(q2 + r2 p)λ+ 3q3λ2]Ψdp (3.56)
Le vecteur H(s) est la forme discre´tise´e de δH et Kh est la matrice tangente du proble`me non-line´aire
discre´tise´.
Me´thode 2 : Approche par incre´ments - Re´soudre l’Eq. (3.50) revient aussi a` trouver la fonction
λ qui ve´rifie H(λ) = 0 dans l’Eq. (3.51), pour chaque valeur de p dans l’intervalle de pression I. La
line´arisation de H par rapport a` λ, utilise´e dans un algorithme de Newton, est donne´e par la relation
suivante :
∂H
∂λ
= q1 + r1 p+ 2(q2 + r2 p)λ+ 3q3λ2 (3.57)
Une solution scalaire issue d’un proble`me non-line´aire est alors calcule´e pour chaque valeur de p sur
l’intervalle I.
3.5.3 Conclusion sur la formulation en parame`tre de pression
Nous avons propose´ deux approches pour re´soudre le sous-proble`me non-line´aire en parame`tre
de pression δH. La premie`re me´thode se base sur une discre´tisation EF et la deuxie`me sur une
approche par incre´ments (voir Fig. 3.7). Une comparaison entre ces deux me´thodes est propose´e en
sous-Section 3.6.6, au travers d’un exemple nume´rique. Nous verrons que l’approche par incre´ments
est pre´fe´rable a` la me´thode par discre´tisation EF de l’espace I. On peut finalement noter que la
re´solution du proble`me en parame`tre de pression n’est pas couˆteuse en temps de calcul (proble`me
1D) contrairement au proble`me en espace.
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Figure 3.7 – Deux approches propose´es pour re´soudre le proble`me en parame`tre de pression.
3.6 Exemples nume´riques avec pression uniforme
3.6.1 Plaque circulaire tri-dimensionnelle soumise a` une pression uniforme
Dans cet exemple nume´rique, nous nous inte´ressons au calcul de l’e´quilibre statique non-line´aire
d’une plaque circulaire encastre´e sur son bord et soumise a` une pression uniforme sur l’une de ses
faces. Les parame`tres mate´riaux sont le module d’Young E = 6, 96.109 Pa et le coefficient de Poisson
ν = 0.38. Les parame`tres du maillage 3D he´xae´drique et de la ge´ome´trie sont donne´s en Fig. 3.8.
Dans la suite, nous pre´senterons : (i) une solution de re´fe´rence obtenue sur l’intervalle de pres-
sion I obtenue avec le mode`le complet (ii) la solution obtenue avec la re´duction de mode`le PGD a
priori. L’intervalle de pression conside´re´e est I = [0, Pmax] avec Pmax = 1500 Pa. Ces solutions sont
compare´es pour valider l’approche pre´sente´e dans ce chapitre.
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Figure 3.8 – (a) Plaque circulaire tri-dimensionnelle soumise a` une pression uniforme p ; (b) Ge´ome´trie
de la plaque utilise´e pour ge´ne´rer le maillage he´xae´drique avec Rint = 0.144 m et l’e´paisseur t = 0.25
mm; (c) Parame`tres du maillage avec des hexae`dres a` 20 nœuds tels que nr = 4 et nθ = 4.
3.6.1.1 Solution de re´fe´rence du mode`le complet
Dans un premier temps, nous avons effectue´ une simulation du mode`le complet en utilisant la
me´thode pre´sente´e au Chapitre 2 (Newton-Raphson incre´mentale). En Fig. 3.9, nous avons trace´
l’e´volution du de´placement du centre de la plaque en fonction de la pression, ainsi que le maillage de´-
forme´ pour une pression donne´e. Nous donnons les informations sur le temps de calcul en Tab. 3.2. La
solution est non-line´aire car l’amplitude du de´placement est 15 fois supe´rieure a` celle de l’e´paisseur. De
plus, la pente de la courbe varie en fonction du chargement. Nous avons trace´ l’e´volution de la norme
du re´sidu issu de l’algorithme de Newton-Raphson pour quelques incre´ments de pressions, montrant
ainsi la convergence quadratique de notre algorithme (voir Fig. 3.10).
Figure 3.9 – (a) Vues de la configuration de re´fe´rence d’e´paisseur t = 0.25 mm et norme du champ de
de´placement en configuration courrante (∥u∥ = 0 en bleu et ∥u∥ = 4.29 mm en rouge) ; (b) E´volution
du de´placement adimensionne´ au centre de la plaque en fonction de la pression avecdp = 10 Pa.
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Figure 3.10 – E´volution du re´sidu d’e´quilibre en fonction des ite´rations de l’algorithme de Newton-
Raphson pour diffe´rentes valeurs de pression p.
Nombre e´le´ments volumiques 80
Nombre de degre´s de liberte´ 1809
Nombre d’incre´ments de chargement 150
Nombre de syste`mes line´aires moyen par incre´ment de charge 4
Temps de calcul moyen par incre´ment 1.5 sec
Temps de calcul total 3 minutes et 40 sec
Table 3.2 – Donne´es et temps de calcul
Dans la suite, nous nous servirons du meˆme maillage pour calculer la base re´duite PGD a priori
(c’est a` dire nr = 4 et nθ = 4) et de la meˆme discre´tisation de l’intervalle de pression a` 150 nœuds.
Meˆme si cela n’est pas montre´ ici, ce maillage est suffisant pour conside´rer la solution EF inde´pendante
du maillage.
3.6.2 Construction d’une base re´duite PGD a priori
Nous proposons en Tab. 3.3 l’algorithme utilise´ pour construire la base re´duite PGD a priori. C’est
cet algorithme que nous avons utilise´ pour construire les 10 premiers modes PGD associe´s au proble`me
(dont les 9 premiers sont illustre´s en Fig. 3.11).
A propos de l’algorithme, les remarques suivantes peuvent eˆtre faites :
• Aucun crite`re d’arreˆt n’a e´te´ propose´ concernant le nombre de couples de modes a` ge´ne´rer.
L’ide´e principale est de ge´ne´rer un nombre de modes suffisant et d’observer la convergence de
la solution reconstruite par rapport a` la solution de re´fe´rence pre´ce´demment calcule´e.
• Le nombre de boucles de l’algorithme de point fixe a e´te´ fixe´ arbitrairement a` 5. En pratique,
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Algorithm : PGD a priori Comments
For imode = 1 : nmode nmode = 10
Initialization λ0
For igreedy = 1 : ngreedy ngreedy = 5
Compute G(Λ) knowing λ0 Spatial NL problem
While || G(Λ) ||> εg εg = 10−2
Solve (Km +Kg −Kf)∆Λ = −G(Λ)
Λ← Λ+∆Λ
Compute G(Λ)
End while
For ipres = 1 : npres npres = 150
Compute H for a given p Param. problem
While || H ||> εh εh = 10−15
Solve
∂H
∂λ
∆λ = −H
λ(p)← λ(p) + ∆λ(p)
End while
End for
λ0 ← λ
End for
λi ← λ and Λi ← Λ
End for
Table 3.3 – Algorithme utilise´ pour ge´ne´rer les modes PGD a priori
nous verrons que pour cet exemple, 5 ite´rations suffisent pour obtenir une stagnation des solu-
tions.
• Deux types d’analyses d’erreur sont propose´es dans la suite : (i) une analyse d’erreur pour
ve´rifier la convergence globale du proble`me reconstruit vers la solution de re´fe´rence, et (ii) une
autre analyse d’erreur pour ve´rifier la convergence de l’algorithme de Newton du sous-proble`me
non-line´aire en espace.
Nous pouvons observer en Fig. 3.11 les neufs premiers modes en espace et parame`tre de pression. Les
modes en espace sont axi-syme´triques et ve´rifient les conditions aux limites en de´placement. Les modes
de parame`tres de pression contiennent des discontinuite´s e´tant donne´ que les fonctions ne semblent
pas re´gulie`res sur l’intervalle de pression I. Une explication, base´e sur l’utilisation de me´thodes de
continuation pour re´soudre Eq. (3.31), sera pre´sente´e en sous-section 3.6.6.
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Figure 3.11 – Neufs premiers modes (λi,Λi) ge´ne´re´s par l’algorithme propose´ Tab. 3.3.
3.6.3 Analyse de la convergence globale du proble`me
L’objectif est de comparer la solution reconstruite par les modes PGD a priori par rapport au
mode`le complet, a` l’aide d’un indicateur d’erreur global. Pour ce faire, nous proposons l’erreur globale,
note´e Eg, qui correspond a` l’inte´grale sur le champ de pression de l’erreur normalise´e en e´nergie, de´finie
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ci-dessous :
E(n)g =
∫︂
I
|| q(n)(p)− qref(p) ||g
|| qref(p) ||g
dp with || • ||g= 12
∫︂
Ω
S(•) : E(•) dV (3.58)
avec qref la solution EF de re´fe´rence associe´e a` une valeur de pression et q
(n) la solution reconstruite
en conside´rant les n premiers modes PGD. La Fig. 3.12 montre la de´croissance de cette erreur en
fonction du nombre de modes. Nous observons qu’a` partir de 8 modes, l’erreur globale est infe´rieure a`
1% (Eg < 1 %). Cependant, cette analyse montre que parmi les 8 modes PGD, seuls trois d’entre eux
ont une influence significative sur la convergence.
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Figure 3.12 – E´volution de l’erreur globale en fonction du nombre de modes
Une comparaison qualitative de l’e´volution du de´placement au centre du disque est propose´e en
Fig. 3.13. La solution de re´fe´rence et la solution reconstruite par n modes y sont trace´s. L’approxima-
tion se superpose a` la solution de re´fe´rence pour un nombre de mode n supe´rieur ou e´gal a` 8.
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Figure 3.13 – E´volution du de´placement q adimensionne´ par l’e´paisseur t = 0.25 mm au centre du
disque en fonction du parame`tre de pression pour n = 1, n = 3 et n = 8 modes.
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3.6.4 Analyse de la convergence du sous-proble`me non-line´aire en espace
Une analyse de la convergence des sous-proble`mes non-line´aires en espace est propose´e en Fig. 3.14
pour la ge´ne´ration des modes 1, 3 et 8. Pour chacun de ces modes, un algorithme de point fixe (GL
pour ”Greedy algorithm Loop”) a e´te´ utilise´ avec un nombre d’ite´rations ngreedy = 5. Pour chacune
de ces ite´rations du point fixe, un proble`me non-line´aire en espace doit eˆtre re´solu, soit un total de
5 proble`mes non-line´aires re´solus par un algorithme de Newton-Raphson. L’analyse propose´e consiste
a` tracer l’e´volution de la norme L2 du re´sidu d’e´quilibre (∥G∥L2), a` l’issue de chacun des syste`mes
line´aires tangents re´solus. A l’exception du premier proble`me non-line´aire, peu d’ite´rations de Newton-
Raphson sont ne´cessaires pour la convergence du proble`me non-line´aire en espace (avec εg = 10−2).
Ceci peut s’expliquer e´tant donne´ que la convergence quadratique de l’algorithme est ve´rifie´e aux
alentours de la solution. Cependant, a` la premie`re ite´ration du premier point fixe, l’initialisation de
notre solution semble tre`s e´loigne´e de la solution du sous-proble`me non-line´aire nume´ro 1.
3.6.5 Analyse de la convergence du point fixe
En Fig. 3.15 nous avons trace´ l’e´volution d’un crite`re de stagnation pour chaque ite´ration du point
fixe. Ce crite`re de stagnation est de´fini de manie`re suivante :
εΛ =
∥Λ−Λold∥
∥Λ+Λold∥ and ελ =
∥λ− λold∥
∥λ+ λold∥ (3.59)
Nous pouvons constater que pour la 5e`me ite´ration du point fixe, les modes calcule´s ne varient plus.
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Figure 3.14 – E´volution de la norme du re´sidu ∥G∥L2 a` l’issue de chaque syste`me line´aire tangent
dans une boucle du point fixe (GL). La convergence est atteinte si ∥G∥L2 < εg = 10−2. Rappelons que
le nombre total d’ite´rations par point fixe est fixe´ a` ngreedy = 5 pour chaque mode.
Re´sultats a` retenir sur l’exemple nume´rique
• Convergence de la solution reconstruite vers la solution de re´fe´rence.
• Peu de modes suffisent pour converger (n < 10).
• Certains modes contribuent plus que d’autres a` la convergence.
• Les modes en parame`tre de pression pre´sentent des discontinuite´s.
Meˆme si dans cet exemple, la solution reconstruite par base re´duite PGD a priori converge vers la
solution du mode`le complet. Plusieurs questions sont reste´es en suspens. L’une d’entre elles concerne
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Figure 3.15 – E´volution du crite`re de stagnation de l’algorithme de point fixe, pour la ge´ne´ration du
3e couple de modes (λ3,Λ3).
Nombre d’e´le´ments volumiques 80
Nombre d’e´le´ments surfaciques 80
Nombre de degre´s de liberte´ 1809
Nombre d’incre´ments de chargement 150
Temps de calcul avec le mode`le complet 3 minutes et 40 sec
Nombre de mode ge´ne´re´ 10
Temps de calcul mode 1 1 min. 15 sec
Temps de calcul mode 2 37 sec.
Temps de calcul mode 3 2 min 15 sec
Temps de calcul mode 4 2 min 45 sec
Temps de calcul mode 5 5 min
Temps de calcul mode 6 8 min et 30 sec
Temps de calcul mode 7 12 min
Temps de calcul mode 8 20 min
Temps de calcul mode 9 45 min
Temps de calcul mode 10 1 h 20 min
Temps de calcul total 3 h
Table 3.4 – Informations sur le maillage et les temps de calcul.
la pre´sence de saut dans les modes du parame`tre de pression. Nous faisons l’hypothe`se que ces sauts
proviennent d’instabilite´s de la solution du proble`me en parame`tre de pression. Dans la suite, nous
avons utilise´ un algorithme de continuation sur un exemple simple pour ve´rifier cette hypothe`se.
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3.6.6 Instabilite´ du proble`me non-line´aire en parame`tre de pression
Nous proposons de re´soudre un cas simplifie´ du proble`me de parame`tre de pression. Nous rappelons
que celui-ci s’e´crit sous forme d’e´quation fonctionnelle polynomiale tel que :
H(λ) = q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ3 (3.60)
Dans cet exemple, nous fixons arbitrairement les qi et ri de l’Eq. (3.60) a` l’exception du coefficient q2.
L’objectif est de tracer la solution dans l’intervalle p ∈ I = [0, 1] avec un algorithme de continuation.
Le proble`me que nous traitons consiste a` trouver λ qui ve´rifie l’e´quation suivante :
−p+ λ+ q2λ2 + λ3 = 0 (3.61)
Les deux approches pre´sente´es en Section 3.5.2 sont compare´es a` une me´thode de continuation par
longueur d’arc [63]. En Fig. 3.16, nous trac¸ons l’e´volution de λ pour diffe´rentes valeurs de q2.
Nous observons que pour q2 = −1 et q2 = −1.5, les trois algorithmes convergent vers la meˆme
solution (en effet les solutions se superposent). Pour q2 = −1.8, un saut de la solution apparait pour
les deux premie`res me´thodes alors que l’algorithme de continuation suit une courbe en ”S”. En dehors
de cette zone, les solutions se superposent. Enfin, pour q2 = −2, la solution ne converge pas avec
la premie`re me´thode (avec discre´tisation EF de l’intervalle I). Nous retrouvons encore une fois un
saut avec la deuxie`me me´thode. La courbe en ”S” obtenue avec la me´thode de continuation est tre`s
prononce´e pour q2 = −2.
En Fig. 3.17, nous montrons que pour certaines valeurs de q2, la solution obtenue par me´thode de
continuation peut se trouver hors de l’intervalle de pression I.
Ce type de re´sultat est tre`s inte´ressant car il pourrait peut-eˆtre permettre la re´solution de proble`mes
instables par construction d’une base re´duite PGD a priori. Cette proble´matique pourrait eˆtre une
piste pour des perspectives futures de ces travaux.
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Figure 3.16 – Solution de δH in I = [0, 1] avec la me´thode 1 (en pointille´ bleu), la me´thode 2 (en
vert) et la continuation (en rouge) avec q0 = 0, r0 = −1, q1 = 1, r1 = 0, r2 = 0, q3 = 1 et diffe´rentes
valeurs de q2 : (a) q2 = −1 ; (b) q2 = −1.5 ; (c) q2 = −1.8 ; (d) q2 = −2
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Figure 3.17 – Solution λ pour diffe´rentes valeurs de q2 appartenant a` [−2.2,−1].
3.6.7 Re´servoir pressurise´ avec non-line´arite´ ge´ome´trique
Ce second exemple nume´rique consiste a` calculer l’e´quilibre d’un re´servoir pressurise´ en aluminium
a` extre´mite´s he´misphe´riques. Les parame`tres mate´riaux sont le module d’ Young E = 70.109 Pa et le
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module de Poisson ν = 0.33. Les parame`tres de maillage et de la ge´ome´trie sont pre´sente´s en Fig. 3.18.
Nous prenons en compte la syme´trie du proble`me et du chargement de fac¸on a` ne conside´rer que 1/8
du proble`me e´tudie´.
Figure 3.18 – (a) Dimension du re´servoir en 3D soumis a` une pression uniforme p ∈ [0, 3] MPa ; (b)
1/8 de la ge´ome´trie du re´servoir utilise´ pour le maillage he´xae´drique avec le rayon interne Rint = 2.5
m, la longueur du cylindre L = 5 m, l’e´paisseur du re´servoir t = 3 mm (les deux points A et B sont
de´finis par φA = π4 , φB =
π
3 et θB =
π
4 ) ; (c) Parame´trisation du maillage he´xae´drique a` 20 noeuds
avec nL = 10, n1 = n2 = 5 and nt = 1.
Des conditions aux limites en glissement sont de´finies sur les surfaces Sx, Sy et Sz (voir Fig. 3.19).
Le chargement uniforme p est compris dans un intervalle I = [0, 3] kPa. Un tel intervalle permet
d’avoir un comportement non-line´aire ge´ome´trique de la structure sur le de´placement vertical qz du
point de coordonne´e de re´fe´rence (Rint, 0, 0). Aucune plasticite´ n’est prise en compte car nous nous
inte´ressons uniquement a` la convergence de l’algorithme de PGD a priori avec la prise en compte de
non-line´arite´s ge´ome´triques.
Les quatres premiers couples de modes PGD a priori illustre´s en Fig. 3.20 ont e´te´ ge´ne´re´s en
utilisant l’algorithme de´crit en Tab. 3.3. Les modes en espace ve´rifient l’admissibilite´ cine´matique. Le
premier mode est de la meˆme forme que la solution statique et ressemble a` un mode de gonflement.
Nous observons que les modes en espace Λ2,Λ3 et Λ4 contiennent des oscillations entre la partie
sphe´rique et la partie cylindrique. Enfin, les modes de pression λi sont tous re´guliers.
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Figure 3.19 – (a) Surfaces soumises a` des conditions aux limites en de´placement avec u · ex = 0
sur Sx, u · ey = 0 sur Sy et u · ez = 0 sur Sz ; Quantite´s observe´es qx et qz au point (Rint, 0, 0) ; (b)
E´volution des quantite´s observe´es adimensionne´es par l’e´paisseur qx/t and qz/t (t = 3 mm), avec et
sans la prise en compte de non-line´arite´ ge´ome´trique, en fonction de p. Le chargement de pression est
fait par incre´ments dp = 0.15 kPa fixe. Ces solutions ont e´te´ obtenues avec le mode`le complet par
utilisation d’un algorithme de Newton-Raphson a` chaque pas de pression.
Figure 3.20 – Four first modes (Λi, λi) of the pressurized tank.
Contrairement a` l’exemple pre´ce´dent, la non-line´arite´ ge´ome´trique n’est que tre`s peu prononce´e
pour ce proble`me. De ce fait, peu de modes suffisent pour converger vers la solution du mode`le com-
plet (voir Fig. 3.21). Ce re´sultat est ne´anmoins tre`s inte´ressant car dans la pratique, si l’effet des
non-line´arite´s est pre´sente, mais faible, cet algorithme est approprie´ pour la ge´ne´ration d’abaques
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virtuels. E´tant donne´ que peu de modes sont ne´cessaires pour reconstruire la solution, une analyse
prenant en compte d’autres parame`tres de conception pourrait eˆtre de´veloppe´e dans le futur.
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Figure 3.21 – Comparaisons entre le mode`le complet et la solution obtenue par re´duction a priori
avec 1 et 4 modes. De´croissance de l’erreur globale.
Nombre d’e´le´ments volumiques 175
Nombre d’e´le´ments surfaciques 175
Nombre de degre´s de liberte´ 4059
Nombre d’incre´ments de chargement 20
Temps de calcul mode`le complet 1 minutes
Nombre de modes ge´ne´re´s 4
Temps de calcul mode 1 99 sec
Temps de calcul mode 2 96 sec
Temps de calcul mode 3 166 sec
Temps de calcul mode 4 363 sec
Temps de calcul total 11 minutes
Table 3.5 – Informations sur le maillage et les temps de calcul.
Re´sultats a` retenir sur ce deuxie`me exemple
• Proble`me a` faible non-line´arite´ ge´ome´trique.
• Convergence de la solution reconstruite vers la solution de re´fe´rence.
• Peu de modes suffisent pour converger (n < 5).
• Les modes en parame`tre de pression sont re´guliers.
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3.6.8 Conclusion des exemples nume´riques
Dans ce chapitre, deux exemples nume´riques ont e´te´ propose´s pour re´soudre un proble`me non-
line´aire ge´ome´trique avec forces suiveuses avec un me´thode de re´duction de mode`le PGD a priori.
Pour ces deux cas, les solutions reconstruites avec la base re´duite convergent vers la solution obtenue
avec le mode`le complet. Aussi, peu de modes suffisent pour avoir une approximation satisfaisante.
3.7 Conclusions et valorisation
Dans ce chapitre, l’e´quilibre non-line´aire de structures, charge´es par une pression suiveuse uni-
forme, a e´te´ calcule´ par construction d’une base´ re´duite PGD a priori. Ces de´veloppements ont e´te´
pre´sente´s en confe´rence [31]. L’une des contributions principales porte sur la prise en compte des forces
suiveuses avec l’hypothe`se d’une solution approche´e par une se´rie de produits de fonctions a` variables
se´pare´es. Nous avons montre´ que le proble`me revient a` re´soudre une succession de couples de pro-
ble`mes non-line´aires via l’utilisation d’un algorithme de point fixe. Deux exemples nume´riques ont e´te´
propose´s et compare´s a` une solution obtenue par une approche classique de type Newton-Raphson.
Nous avons montre´ que peu de modes suffisent pour obtenir une solution qui converge vers la solution
de re´fe´rence du mode`le complet. A l’heure actuelle, le temps de calcul de la me´thode PGD de´passe
celui de l’approche classique, mais ce point ne´cessite des pre´cisions :
• Les calculs ont e´te´ effectue´s pour un parame`tre. Une analyse prenant en compte plus de para-
me`tres (mate´riaux, ge´ome´triques) devrait eˆtre fait dans le futur pour comparer a` nouveau les
temps de calculs.
• La comparaison a e´te´ faite sur un intervalle de pression fixe´. Une analyse du temps de calcul
par rapport a` la taille et la discre´tisation de l’intervalle de parame`tre serait a` pre´voir dans le
futur.
De futurs de´veloppements sont a` envisager sur l’utilisation de la continuation pour re´soudre des
proble`mes instables. Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons les re´sultats du mode`le complet
pour calculer l’e´tat pre´contraint. Cet e´tat sera ensuite utilise´ pour l’analyse dynamique couple´e fluide-
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structure line´arise´e.
140
Deuxie`me partie
Vibrations hydroe´lastiques sans et avec
pre´contrainte
141

Chapitre 4
Vibrations hydroe´lastiques line´aires :
formulation EF et calcul de la matrice
re´duite de masse ajoute´e
Ce chapitre porte sur les vibrations hydroe´lastiques de structures e´lastiques contenant un liquide
interne incompressible a` surface libre. Aucun effet de pre´contrainte n’est pris en compte dans
ces de´veloppements. Deux points particuliers sont aborde´s. Le premier concerne un rappel des
formulations existantes, sans effet de gravite´ sur la surface libre. La formulation retenue repose
sur l’expression d’une matrice de masse ajoute´e prenant en compte l’e´nergie cine´tique du fluide
de´place´ au cours des vibrations hydroe´lastiques. A partir d’une validation de l’approche, nous
montrons que le temps de calcul de cet ope´rateur est un proble`me majeur et rend les e´tudes
parame´triques prohibitives. Le deuxie`me point se concentre donc sur une approche permettant
de re´duire les temps de calcul via l’utilisation d’une base de projection construite en utilisant
les modes de la structure in vacuo. Meˆme si cette approche se limite a` une plage de fre´quence
re´duite, les re´sultats pre´sente´s montrent un gain en temps de calcul particulie`rement adapte´ a` la
simulation des vibrations hydroe´lastiques avec pre´contrainte.
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4.1. INTRODUCTION ET E´TAT DE L’ART
4.1 Introduction et e´tat de l’art
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons au calcul des vibrations hydroe´lastiques line´aires entre
un re´servoir et un liquide interne incompressible a` surface libre, via la me´thode des e´le´ments finis.
L’objectif est de calculer le champ de de´placement de la structure couple´ aux fluctuations du champ
de pression au sein du fluide. Pour cela, nous reprendrons le formalisme des approches variationnelles
propose´es dans [37]. Ces me´thodes, base´es sur l’hypothe`se des petites perturbations en re´gime har-
monique, permettent de construire des ope´rateurs matriciels associe´s aux domaines du fluide, de la
structure et de l’interface fluide-structure. Ces formulations aboutissent a` la construction de proble`mes
aux valeurs propres couple´s entre la structure e´lastique et le fluide incompressible, tous deux initiale-
ment au repos. Les modes et les fre´quences de re´sonance ainsi calcule´s sont appele´s modes et fre´quences
hydroe´lastiques. L’utilisation de cette base est particulie`rement adapte´e a` la re´solution de proble`mes
dynamiques par projection sur base re´duite [96]. Meˆme si nous nous restreignons a` l’e´tude des vibra-
tions hydroe´lastiques, notons que ces me´thodes nume´riques peuvent eˆtre e´tendues a` la prise en compte
phe´nome`nes non traite´s dans le manuscrit (e.g. compressibilite´ [97, 98], ballottement [99, 62, 100] ou
capillarite´ [101, 102], amortissement [103, 104]). Revenons au couplage entre une structure e´lastique
et un fluide lourd. Un re´sultat bien connu montre que plus il y a de liquide au voisinage de l’interface,
plus la fre´quence de re´sonnance du syste`me diminue. Ce phe´nome`ne s’appelle commune´ment l’effet de
masse ajoute´e (ou masse induite). Contrairement a` ce que laisserait penser son intitule´, ce n’est pas la
masse « ajoute´e » du fluide qui en est la cause, mais l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´ a` l’interface.
En effet, du point de vue purement structurel, cette e´nergie cine´tique du fluide de´place´ vient s’ajouter
a` celle de la structure au cours d’une sollicitation. Du point de vue des e´quations harmoniques, il est
possible de prendre en compte cet effet via la construction d’un ope´rateur matriciel de masse ajoute´e.
Cependant, la construction d’une telle matrice est tre`s couˆteuse et fait encore l’objet de limitations
en termes de me´moire et de temps de calcul [105]. C’est pour cela que nous nous sommes inte´resse´s a`
une approche par projection sur la base modale de la structure in vacuo. Nous montrons a` travers un
exemple, issu d’une expe´rience de la litte´rature [106], la convergence de l’approche par projection sur
base se`che. Cette formulation re´duit le temps de calcul si le nombre de fre´quences propres hydroe´las-
tiques a` calculer est restreint sur une plage de fre´quence d’inte´reˆt. Ces me´thodes sont ge´ne´ralement
utilise´es dans le cadre de calculs semi-analytiques pour des structures simples. L’extension a` la MEF
permet de traiter des structures en 3D de formes quelconques.
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Le contenu du chapitre est le suivant. En Section 4.2, nous rappelons la formulation variationnelle
d’un proble`me couple´ hydroe´lastique syme´trique via la construction d’une matrice de masse ajoute´e.
Cette matrice est associe´e a` l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´ aux cours des vibrations. En Section
4.3, nous montrons la faisabilite´ et les limites d’une telle approche en nous basant sur une expe´rience
de la litte´rature. En Section 4.4, nous proposons une approche base´e sur la projection du proble`me sur
base propre de la structure in vacuo. L’avantage d’une telle me´thode est qu’elle permet de construire
une matrice de masse ajoute´e re´duite conduisant a` une diminution significative des temps de calcul.
En Section 4.5, nous revenons sur l’exemple nume´rique pre´ce´dent pour valider la convergence de la
me´thode.
4.2 Formulations du proble`me hydroe´lastique
Les formulations des proble`mes fluide-structure font intervenir beaucoup de notations. Voici un
re´capitulatif de celles utilise´es dans ce chapitre pour faciliter la lecture et la compre´hension de nos
de´veloppements.
4.2.1 Notations des domaines de de´finition du proble`me
Nous de´finissons dans un premier temps les domaines sur lesquels nous formulons notre proble`me
d’interaction fluide-structure avec liquide interne.
Domaines
Ωf Domaine borne´ volumique fluide de´fini sur R3
Γ Surface libre de´finie sur R2
Σ Surface mouille´e ou interface fluide-structure de´finie sur R2
Ωs Domaine borne´ volumique solide de´fini sur R3
∂uΩs Surface de la structure avec de´placements impose´s
∂tΩs Surface de la structure avec efforts exte´rieurs
n Normale exte´rieure a` la structure
•h Indice h pour le domaine discre´tise´
Table 4.1 – Notations des domaines de de´finitions.
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Figure 4.1 – Maillage co¨ıncident du fluide et de la structure avec des e´le´ments he´xae´driques quadra-
tiques.
Variables
us Fluctuation du champ de de´placement solide
uf Fluctuation du champ de de´placement fluide
p Fluctuation du champ de pression dans le fluide
φ Potentiel de de´placement dans le fluide
δu Champ virtuel (ou champ test) de de´placement
δp Champ virtuel (ou champ test) de pression
δφ Champ virtuel (ou champ test) de potentiel de de´placement
Table 4.2 – Notations sur les variables d’e´tats fluides-structures
Figure 4.2 – (a) Domaines du fluide et de la structure ; (c) Vibrations hydroe´lastiques line´aires.
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4.2.2 Convention sur les indices des bases re´duites
Dans ce chapitre, les indices en lettres grecs (ex. α, β ou γ) sont utilise´s pour les valeurs propres,
vecteurs propres et coordonne´es ge´ne´ralise´es des proble`mes re´duits.
4.2.3 E´quations locales line´aires
4.2.3.1 Hypothe`ses du fluide et de la structure
Nous rappelons en Tab. 4.3 les hypothe`ses associe´es aux e´quations locales harmoniques du fluide et
de la structure utilise´es dans la suite de ce chapitre. Nous ne prenons pas en compte les effets de pre´-
contrainte car ils seront introduits dans le chapitre suivant. Les fluctuations sont donc calcule´es autour
d’un e´tat de re´fe´rence et sont suppose´es suffisamment faibles pour pouvoir rester dans l’hypothe`se des
petites perturbations.
Hypothe`ses fluide Hypothe`ses structure
H1f Incompressible H1s E´lastique
H2f Non-visqueux H2s Homoge`ne
H3f Homoge`ne H3s Isotrope (dans notre cas)
H4f Sans tension de surface H4s Pas de forces volumiques
H5f Effets de gravite´ ne´glige´s
Table 4.3 – Hypothe`ses du fluide et de la structure
4.2.3.2 E´quations de la structure line´aire
Les e´quations locales harmoniques pour la structure, sont les suivantes :
divσ = −ω2ρsus dans Ωs (4.1)
σ n = f sur ∂tΩs (4.2)
σ n = −pn sur Σ (4.3)
us = 0 sur ∂uΩs (4.4)
L’Eq. (4.1) correspond au principe fondamental de la dynamique applique´ a` un volume infinite´simal
de la structure. Les Eqs. (4.2) et (4.4) sont les conditions aux limites en effort et en de´placement et
l’Eq. (4.3) repre´sente le couplage entre la contrainte de la structure et la fluctuation de pression du
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fluide. La contrainte est relie´e au de´placement us via la loi de Hook en e´lasticite´ line´aire :
σ = D : ε(us) (4.5)
avec D un tenseur d’ordre 4, ε le tenseur des de´formations et σ le tenseur des contraintes de Cauchy.
4.2.3.3 E´quations dans le fluide en de´placement fluide uf et pression p
Les e´quations locales harmoniques ve´rifie´es par le de´placement fluide uf et la fluctuation du champ
de pression p sont donne´es ci-dessous :
divuf = 0 dans Ωf (4.6)
ω2ρfuf = grad p dans Ωf (4.7)
uf · n = us · n sur Σ (4.8)
p = 0 sur Γ (4.9)
L’Eq. (4.6) correspond a` la condition d’incompressibilite´ du fluide, l’Eq. (4.7) aux e´quations d’Euler
harmoniques, l’Eq. (4.8) est associe´e a` la condition de non-pe´ne´tration a` l’interface et enfin l’Eq. (4.9)
correspond a` la condition de fluctuation de pression nulle a` la surface libre. Attention, de´finir la fluc-
tuation de pression nulle n’implique en aucun cas que le de´placement fluide soit nul.
Du fait de l’irrotationalite´ du fluide et de l’Eq. (4.7), il convient d’exprimer les e´quations locales
harmoniques du fluide en fonction d’une fonction scalaire : (i) soit une approche en fluctuation de
pression ou soit (ii) une approche en potentiel de de´placement fluide.
4.2.3.4 E´quations dans le fluide en fluctuation de pression p
A partir de ces e´quations et compte tenu de l’irrotationalite´ du fluide et de l’Eq. (4.7), nous
sommes en mesure de nous ramener a` des e´quations locales e´crites uniquement en fonction du champ
de pression :
∆p = 0 dans Ωf (4.10)
p = 0 sur Γ (4.11)
gradp · n = ρfω2us · n sur Σ (4.12)
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Cette formulation a l’avantage de faire intervenir la fluctuation de pression qui apparaˆıtra explicitement
dans l’e´quation de couplage de la structure a` l’Eq. (4.18).
4.2.3.5 E´quations dans le fluide en potentiel de de´placement fluide φ
L’irrationalite´ du fluide nous permet d’introduire un changement de variable en potentiel de de´-
placement tel que :
gradφ = uf (4.13)
D’apre`s l’Eq. (4.7), ce potentiel de de´placement est relie´ au champ de pression au travers de la relation
suivante :
ρfω
2φ = p (4.14)
Les e´quations locales du fluide, ve´rifie´es par le potentiel de de´placement φ, s’e´crivent alors :
∆φ = 0 dans Ωf (4.15)
φ = 0 sur Γ (4.16)
gradφ · n = us · n sur Σ (4.17)
Ces e´quations ont l’avantage d’avoir une interpre´tation ge´ome´trique. E´tant donne´ que le fluide est
incompressible, le gradient de potentiel de de´placement varie lors du de´placement de l’interface fluide-
structure pour conserver le volume de fluide. Le couplage coˆte´ structure ne´cessite la re´-e´criture de
l’Eq. (4.3) telle que :
σ n = −ρfω2φn sur Σ (4.18)
4.2.4 Formulation variationnelle en (us, p)
Nous introduisons un champ de de´placement virtuel δu appartenant a` un espace cine´matiquement
admissible a` ze´ro Cu (δu = 0 sur ∂uΩs). La de´marche consiste a` multiplier l’Eq. (4.1) par un champ de
de´placement virtuel δu et a` inte´grer l’expression sur Ωs. Une inte´gration par partie (IPP) et la prise
en compte des conditions de bords des Eqs. (4.2), (4.3) et (4.4) permettent d’exprimer la formulation
suivante :
∫︂
Ωs
δε : σdv +
∫︂
Σ
pn · δu ds− ω2
∫︂
Ωs
ρsus · δu dv =
∫︂
∂tΩs
f · δu ds ∀ δu ∈ Cu (4.19)
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De fac¸on analogue, multiplions l’Eq. (4.10) par un champ de pression virtuel δp appartenant a` un
espace admissible de champ de pression suffisamment re´gulier Cp (avec δp = 0 sur Γ). Nous appliquons
la meˆme de´marche en inte´grant l’expression sur Ωf et en effectuant une IPP avec la prise en compte
des Eqs. 4.11 et 4.12. Nous obtenons alors la formulation :∫︂
Ωf
grad p · grad δp dv + ω2ρf
∫︂
Σ
us · nδp ds = 0, ∀ δp ∈ Cp (4.20)
Notons que le signe ”+” sur le terme de l’interface Σ vient du fait que la normale exte´rieure au solide
n est de sens oppose´ a` la normale exte´rieure au fluide. Le proble`me revient a` chercher le couple (us, p),
solutions de la formulation couple´e :
K(us, δu) + C(p, δus)− ω2M(us, δu) = F(δu) ∀ δu ∈ Cu (4.21)
H(p, δp) + ω2ρfC(δp,us) = 0 ∀ δp ∈ Cp (4.22)
avec la de´finition des formes line´aires et biline´aires de´finies dans le tableau 4.6.
Ope´rateurs Relations Interpre´tations associe´es
K(us, δu)
∫︂
Ωs
ε(us) : D : ε(δu) dv Raideur de la structure
M(us, δu)
∫︂
Ωs
ρsus · δu dv Inertie de la structure
C(p, δu)
∫︂
Σ
pn · δu ds Couplage a` l’interface fluide-structure
F(δu)
∫︂
∂uΩs
f · δu ds E´nergie virtuelle exte´rieure
H(p, δp)
∫︂
Ωf
grad p · grad δp dv Forme biline´aire des gradients de pressions∗
Table 4.4 – De´finitions des ope´rateurs dans les domaines continus - ∗ Nous montrons par la suite que
cet ope´rateur est relie´ a` l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´.
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4.2.5 Formulation variationnelle en (us, φ)
De fac¸on analogue a` la formulation variationnelle en pression, nous introduisons cette fois-ci un
champ virtuel en potentiel de de´placement δφ appartenant a` un espace admissible a` Cφ (δφ = 0 sur
Γ). Ainsi, la formulation variationnelle couple´e en fluctuation de de´placement solide us et potentiel de
de´placement φ s’e´crit de fac¸on suivante :
∫︂
Ωs
δε : σdv + ρfω2
∫︂
Σ
φn · δu ds− ω2
∫︂
Ωs
ρsus · δu dv =
∫︂
∂tΩs
f · δu ds ∀ δu ∈ Cu (4.23)∫︂
Ωf
gradφ · grad δφ dv + ω2ρf
∫︂
Σ
us · nδφ ds = 0, ∀ δφ ∈ Cφ (4.24)
Finalement, le proble`me revient a` chercher le couple (us, φ) qui ve´rifie la formulation couple´e
suivante :
K(us, δu) + ω2ρfC(φ, δu)− ω2M(us, δu) = F(δu) ∀ δu ∈ Cu (4.25)
H(φ, δφ) + C(us, δφ) = 0 ∀ δφ ∈ Cφ (4.26)
Le potentiel de de´placement e´tant de´fini par le gradient du de´placement fluide uf = gradφ, on
peut exprimer l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´ par :
1
2ω
2
∫︂
Ωf
ρf | uf |2 dv = 12ω
2
∫︂
Ωf
ρf | gradφ |2 dv = 12ρfω
2H(φ,φ) (4.27)
L’ope´rateur H est donc associe´ a` l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´. Enfin, les ope´rateurs K,M sont
syme´triques en u et δu et H est syme´trique en p et δp.
Pour plus de de´tails sur la formulation de ces ope´rateurs, leurs proprie´te´s et l’origine de ces e´qua-
tions, nous pouvons citer [107, 37, 62, 100, 108].
4.2.6 Discre´tisation EF
4.2.6.1 Notations des champs dans les domaines discre´tise´s
Nous utilisons la me´thode des e´le´ments finis pour re´soudre les proble`mes e´crits sous formes varia-
tionnelles. Cette approche implique la construction d’ope´rateurs vectoriels et matriciels, ainsi que la
de´finition des champs discre´tise´s rappele´s dans le Tab 4.5.
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Ope´rateurs
uhs Discre´tisation EF du champ de fluctuation de de´placement de la structure
ph Discre´tisation EF du champ de pression du fluide
φh Discre´tisation EF du champ potentiel de de´placement fluide
Us Vecteur des inconnues nodales de de´placement de la structure
P Vecteur des inconnues nodales de pression
φ Vecteur des inconnues nodales de potentiel de de´placement fluide
K Matrice de raideur line´aire de la structure
M Matrice de masse de la structure
H Matrice des gradients de pression du fluide
C Matrice de couplage fluide-structure
Ma Matrice de masse ajoute´e (ou masse induite ou masse apparente)
Table 4.5 – Notations associe´es aux champs et ope´rateurs discre´tise´s.
4.2.7 Discre´tisation EF des champs
Nous faisons l’hypothe`se que les maillages du solide (Ωhs ) et du fluide (Ωhf ) sont co¨ıncidents a` l’in-
terface fluide-structure Σh. Nous de´finissons les champs discre´tise´s uh (resp. ph et φh) de de´placement,
de pression et de potentiel de de´placement, comme e´tant des combinaisons line´aires de fonctions de
formes. Ainsi, nous pouvons exprimer ces champs sous formes matricielles :
uhs = NsUs et ph = NfP φh = Nfφ (4.28)
avec Us (resp. P et φ) les vecteurs des inconnues nodales de de´placement (resp. de pression et de
potentiel de de´placement), Ns (resp. Nf) les matrices des fonctions de forme de la structure et du
fluide. Les champs virtuels discre´tise´s sont e´crits sous les meˆmes formes, tels que :
δuh = Ns δU et δph = Nf δP δφh = Nf δφ (4.29)
En notant δˆ︁ε(uh) la forme de Voigt du tenseur de de´formation du champ virtuel discre´tise´ comme
suit :
δˆ︁ε = [δε11 δε22 δε33 2δε12 2δε23 2δε31]T (4.30)
on a alors :
ˆ︁ε(δuh) = Bs δU (4.31)
152
4.2. FORMULATIONS DU PROBLE`ME HYDROE´LASTIQUE
avec Bs les matrices des de´rive´es de fonctions de formes associe´s aux champs de la structure. De plus,
nous pouvons de´finir le champ de contrainte en notation de Voigt ˆ︁σ tel que :
ˆ︁σ = [σ11 σ22 σ33 σ12 σ23 σ31]T (4.32)
Ce vecteur est associe´ au champ de de´placement par la loi de comportement (4.5), tel que :
ˆ︁σ(uh) = DBsUs (4.33)
avec D une matrice (6 × 6) de loi de comportement de´finie par les coefficients mate´riaux. De fac¸on
similaire, nous de´finissons les gradients des champs de pressions et des champs de pressions virtuels
tels que :
grad ph = BfP et grad δph = BfδP (4.34)
gradφh = Bfφ et grad δφh = Bfδφ (4.35)
avec Bf la matrice des de´rive´es de fonctions de formes des champs de pression.
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4.2.8 Discre´tisation des ope´rateurs
A partir des formes discre´tise´es des champs et des ope´rateurs, l’expression des matrices associe´es
est re´capitule´e dans le tableau 4.6 de manie`re suivante :
Forme Forme de l’ope´rateur Matrice Taille
K(uhs , δuh) =⇒ δUT
∫︂
Ωhs
BTs DBs dvUs =⇒ δUTKUs (ndofs × ndofs)
M(uhs , δuh) =⇒ δUT
∫︂
Ωhs
ρsN
T
s Ns dvUs =⇒ δUTMUs (ndofs × ndofs)
C(ph, δuh) =⇒ δUT
∫︂
Σh
NTunNf dsP =⇒ δUTCP (ndofs × ndoff)
F(δuh) =⇒ δUT
∫︂
∂uΩhs
NTu f ds =⇒ δUTF (ndofs × 1)
H(ph, δph) =⇒ δPT
∫︂
Ωh
f
BTpBp dvP =⇒ δPTHP (ndoff × ndoff)
C(uhh, δph) =⇒ δPT
∫︂
Σh
NTf n
TNs dsUs =⇒ δPTCTUs (ndoff × ndofs)
Table 4.6 – De´finitions des ope´rateurs dans les domaines discre´tise´s et leurs tailles avec ndofs le nombre
de degre´s de liberte´ coˆte´ structure et ndoff le nombre de degre´s de liberte´ coˆte´ fluide.
4.2.9 Proble`me discre´tise´ (Us,P) non-syme´trique
4.2.10 Proble`me dynamique en re´gime force´
Ainsi a` partir des e´quations de la formulation (us, p) et de la discre´tisation des champs EF, nous
obtenons le syste`me matriciel qui traduit le proble`me dynamique harmonique couple´ suivant :
⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K C
O H
⎤⎥⎦− ω2
⎡⎢⎣ M O
−ρfCT O
⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us
P
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝F
0
⎞⎟⎠ (4.36)
Nous proposons en Fig. 4.3 une repre´sentation des matrices du proble`me couple´ harmonique.
On constate que cette approche fait intervenir des matrices creuses a` la fois pour les ope´rateurs
de la structure, du fluide et de l’interface. Le proble`me global est non-syme´trique. Si nous faisons la
distinction entre la matrice de ”raideur globale” et de ”masse globale” (avec la matrice de masse globale
e´tant celle ponde´re´e par ω2), nous constatons qu’aucun bloc de ze´ro ne se situe sur la diagonale de
la matrice de raideur globale. A l’inverse un bloc de ze´ros se situe sur un des blocs diagonal de la
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matrice de masse globale. Cette configuration ne pose pas de proble`mes car les valeurs propres les plus
grandes se retrouvent a` +∞. Les valeurs propres les plus faibles correspondent au carre´ des premie`res
fre´quences propres hydroe´lastiques. Par contre, le fait d’avoir un proble`me non-syme´trique peut avoir
des conse´quences sur le choix de l’algorithme de re´solution du proble`me aux valeurs propres.
Figure 4.3 – Visualsation des matrices du proble`me en (Us,P).
4.2.11 Vecteurs propres et valeurs propres associe´es
Calculer les modes propres et les pulsations propres du proble`me hydroe´lastique consiste a` trouver
l’ensemble des n premiers couples de valeurs propres et de vecteurs propres associe´s au syste`me Eq.
(4.49) non syme´trique, tel que :⎧⎪⎨⎪⎩ω2α,
⎛⎜⎝Uα
Pα
⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ avec α = 1 . . . n et n ∈ N∗+ (4.37)
Un vecteur propre (ou mode hydroe´lastique) est compose´ d’une partie structure note´e Uα et
d’une partie pression note´e Pα. Rappelons que les fre´quences propres hydroe´lastiques sont relie´es aux
pulsations propres par la relation suivante :
2πfα = ωα (4.38)
Enfin, nous rappelons ci-dessous les avantages et inconve´nients associe´s a` l’utilisation de cette
formulation pour le calcul du comportement dynamique de proble`mes hydroe´lastiques. Notons qu’un
point de´licat de cette approche est la non-syme´trie du proble`me aux valeurs propres. Pour cette raison,
nous ne travaillerons pas directement avec cette approche pour les exemples nume´riques.
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Avantages Inconve´nients
Aucune valeur propre nulle Pb. aux valeurs propres non-syme´trique
Aucune manipulation supple´mentaire Beaucoup de degre´s de liberte´
Table 4.7 – Avantages et inconve´nients de l’approche (Us,P)
4.2.12 Proble`me discre´tise´ (Us, φ) syme´trique
4.2.12.1 Proble`me dynamique en re´gime force´
A partir des e´quations de la formulation en (us, φ) et de la discre´tisation EF, nous obtenons le
syste`me matriciel qui traduit le proble`me dynamique harmonique couple´ (Us, φ) suivant :
⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K O
CT H
⎤⎥⎦− ω2
⎡⎢⎣M −ρfC
O O
⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us
φ
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝F
0
⎞⎟⎠ (4.39)
E´crit sous cette forme, cette formulation n’est pas syme´trique. Mais, si nous multiplions les blocs
matriciels de la seconde ligne de l’Eq. (4.49) par ω2ρf, le syste`me peut alors se re´-e´crire de fac¸on
suivante :
⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K O
O O
⎤⎥⎦− ω2
⎡⎢⎣ M −ρfC
−ρfCT −ρfH
⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us
φ
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝F
0
⎞⎟⎠ (4.40)
Le syste`me matriciel de l’Eq. (4.40) est syme´trique. Mais, contrairement a` la formulation en (Us,P),
un bloc de ze´ro se situe sur la matrice de raideur globale du proble`me. Ce bloc de ze´ro est proble´matique
car le proble`me aux valeurs propres associe´ aura un nombre de valeurs propres nulles e´gal au nombre
de degre´s de liberte´ du fluide.
4.2.12.2 Proble`me aux valeurs propres
Le proble`me aux valeurs propres associe´ a` l’Eq. (4.40) consiste a` trouver les n premiers couples de
valeurs propres (non nulles) et de vecteurs propres hydroe´lastiques suivants :⎧⎪⎨⎪⎩ω2α,
⎛⎜⎝Uα
φα
⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ avec α = 1 . . . n et n ∈ N∗+ (4.41)
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Figure 4.4 – Visualsation des matrices du proble`me en (Us,φ).
Un vecteur propre ou mode hydroe´lastique est compose´ d’une partie structure note´e Uα et d’une
partie en potentiel de de´placement φα. Nous re´capitulons ci-dessous les avantages et inconve´nients
d’une telle approche en Tab. 4.8.
Avantages Inconve´nients
Aucune manipulation pre´alable Blocs de ze´ros a` l’origine d’apparition de
valeurs propres nulles
Pb. aux valeurs propres syme´trique Beaucoup de degre´s de liberte´
Table 4.8 – Avantages et inconve´nients du proble`me (Us,φ).
Dans notre cas, l’apparition des blocs de ze´ros sur la diagonale de la matrice de raideur globale
nous a conduit a` ne pas utiliser cette approche. La suite du manuscrit est consacre´e a` l’approche
syme´trique du proble`me condense´ avec matrice de masse ajoute´e.
Un de´savantage fondamental des deux approches propose´es pre´ce´demment provient du fait que le
proble`me aux valeurs propres a` re´soudre est de taille (ndofs+ndoff)× (ndofs+ndoff). Dans la mesure ou`
la gravite´ n’est pas prise en compte, il est judicieux d’exprimer le proble`me uniquement sur les nœuds
de la structure en exprimant l’ope´rateur de masse ajoute´e.
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4.2.13 Ope´rateur de masse ajoute´e
L’approche de´veloppe´e ci-apre`s est code´e dans nos algorithmes. Reprenons le syste`me matriciel du
proble`me (Us,P) de l’Eq. (4.49) et de´veloppons le de la fac¸on suivante :(︂
K− ω2M
)︂
Us +CP = F (4.42)
HP+ ω2ρfCTUs = 0 (4.43)
A partir de l’e´quation (4.43), nous pouvons exprimer le vecteur des inconnues de pression en fonction
du vecteur des inconnues de de´placement tel que :
H∗P∗ = −ωρfCT∗U (4.44)
avec H∗ inversible, si nous ne prenons pas en compte les lignes et colonnes de´finies sur les degre´s de
liberte´ de la surface libre discre´tise´e Γh (la condition de fluctuation de pression nulle sur la surface
libre Eq. (4.12) fixe les valeurs de la pression en ces nœuds a` ze´ro). A` partir des Eqs. (4.44) et (4.42),
nous obtenons le proble`me dynamique syme´trique condense´ avec masse ajoute´e ci-dessous :[︂
K− ω2 (M+Ma)
]︂
Us = F (4.45)
avec Ma la matrice de masse ajoute´e (ou masse induite) de´finie par la relation suivante :
Ma = ρfC∗H−1∗ C∗T (4.46)
Notons que cette matrice est syme´trique, semi-de´finie positive mais pleine sur les degre´s de liberte´ de
la structure a` l’interface fluide-structure discre´tise´e.
Figure 4.5 – Visualisation des matrices du proble`me syme´trique avec la matrice de masse ajoute´e.
Meˆme si nous faisons apparaˆıtre explicitement H−1∗ dans nos e´quations, ce terme n’est ni calcule´ ni
stocke´ explicitement pour des raisons de me´moire et de temps de calcul. En effet, calculer H−1∗ ne´ces-
siterait le stockage de (ndoff × ndoff) termes en me´moire avec ndoff le nombre de degre´s de liberte´ dans
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le fluide. Alors que si nous nous re´fe´rons a` la Fig. 4.6, seulement (ndofi×ndofi) termes sont ne´cessaires
pour construire la matrice de masse ajoute´e, avec ndofi le nombre de degre´s de liberte´ structure de
l’interface. Dans notre cas, il est pre´fe´rable de calculerMa directement avec la fonction ”\” de matlab.
Cependant, nous verrons que cette approche a des limites de temps de calculs et de me´moire.
La re´solution du proble`me couple´ hydroe´lastique s’effectue en deux e´tapes :
1) Re´soudre le proble`me aux valeurs propres syme´trique de´fini par l’Eq. (4.50) pour trouver les n
premiers couples valeurs propres et vecteurs propres, associe´s aux de´placements de la structure :
{︂
ω2α,Uα
}︂
avec α = 1 . . . n et n ∈ N∗+ (4.47)
2) Calculer les n champs de pression comple´mentaires Pα (ou φα), a` partir de l’e´quation (4.44)
(a` cette e´tape, il est pre´fe´rable de re´soudre n syste`mes line´aires).
Nous de´crivons en Tab. 4.9 les avantages et inconve´nients d’utiliser une me´thode par pivots de
Gauss. Meˆme si cette approche ne´cessite un peu plus d’e´tapes de calcul, le proble`me aux valeurs propre
qui en de´coule est syme´trique, re´duit au nombre de degre´s de liberte´ de la structure et parfaitement
adapte´ a` nos algorithmes de re´solution de syste`mes aux valeurs propres.
Avantages Inconve´nients
Pb. aux valeurs propres syme´trique Calcul de matrice de masse ajoute´e
Moins de degre´s de liberte´ Matrice pleine a` l’interface fluide-
structure
Table 4.9 – Avantages et inconve´nients du proble`me syme´trique avec matrice de masse ajoute´e.
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Re´capitulatif : Proble`me aux valeurs propres hydroe´lastique
• Proble`me non-syme´trique (Us,P)
⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K C
O H
⎤⎥⎦− ω2
⎡⎢⎣ M O
−ρfCT O
⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us
P
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝0
0
⎞⎟⎠ (4.48)
• Proble`me syme´trique (Us,φ)
⎛⎜⎝
⎡⎢⎣K O
O O
⎤⎥⎦− ω2
⎡⎢⎣ M −ρfC
−ρfCT −ρfH
⎤⎥⎦
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Us
φ
⎞⎟⎠ =
⎛⎜⎝0
0
⎞⎟⎠ (4.49)
• Proble`me syme´trique avec masse ajoute´
[︂
K− ω2 (M+Ma)
]︂
Us = 0 (4.50)
avec Ma, la matrice de masse ajoute´e :
Ma = ρfC∗H−1∗ CT∗ (4.51)
Dans la suite, nous proposons de calculer les modes hydroe´lastiques d’un exemple issu de la
litte´rature avec le proble`me aux valeurs propres syme´trique avec masse ajoute´e.
Les approches de´veloppe´es pre´ce´demment ne sont pas exhaustives. Les me´thodes base´es sur les
e´le´ments de frontie`re (BEM pour Boundary Element method) permettent aussi de calculer la matrice
de masse ajoute´e [109, 110]. Ces formulations ont certaines limitations associe´es a` la construction de
matrices non-syme´triques et pleines. Des me´thodes nume´riques tels que la Fast Multipole [111] ou les
H-matrix [112] sont ne´cessaires pour acce´le´rer le temps de calcul pour la construction de cet ope´rateurs.
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4.3 Exemple nume´rique : effet de masse ajoute´e
4.3.1 Cylindre partiellement rempli de liquide
Nous nous inte´ressons aux vibrations hydroe´lastiques d’un cylindre e´lastique encastre´ a` la base
et partiellement rempli de liquide (voir Fig. 4.6). Il est constitue´ d’un mate´riau line´aire homoge`ne
e´lastique et istotrope avec un module d’Young E = 5.6× 109 Pa, un coefficient de Poisson ν = 0.3 et
une masse volumique ρs = 7.8× 103 kg/m3. La masse volume du fluide est ρf = 1.0× 103 kg/m3.
Figure 4.6 – (a) Ge´ome´trie du cylindre partiellement rempli de liquide avec une e´paisseur t = 0.250
mm, une longueur L = 0.112 m et un rayon moyen R = 0.1 m; (b) Parame`tres du maillage fluide et
solide constitue´ d’e´le´ments quadratiques a` 20 noeuds.
Afin de caracte´riser les modes, nous pouvons nous servir de la Fig. 4.7. Du fait de la ge´ome´trie
cylindrique, un mode peut eˆtre caracte´rise´ par son nombre de longueurs d’ondes circonfe´rentielles n
et longitudinales m.
Figure 4.7 – De´nomination des modes par nombre de longueurs d’ondes circonfe´rentielle et longitu-
dinale respecivement note´es n and m.
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4.3.1.1 Analyse des modes in vacuo
Inte´ressons nous dans un premier temps aux modes de la structure in vacuo. Une comparaison
entre les re´sultats expe´rimentaux de [106] et nos calculs montrent la validite´ des simulations. En effet,
nous retrouvons les formes de courbes en cloche qui sont caracte´ristiques de cette ge´ome´trie. Les e´carts
sont de plus en plus grands lorsque le nombre d’onde circonfe´rentiel et longitudinal sont grands. Ces
e´carts proviennent certainement de l’erreur de discre´tisation.
Figure 4.8 – (a) Fre´quences propres expe´rimentales [106] ; (b) Fre´quences propres simule´es
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Figure 4.9 – Comparaison des fre´quences propres simule´es et des fre´quences mesure´es [106] pour
m = 1, m = 2 et m = 3.
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4.3.1.2 Analyse des modes hydroe´lastiques
Un calcul des fre´quences de re´sonance du syste`me couple´ a e´te´ effectue´ pour un cylindre a` moitie´
rempli de liquide avec h = 0.5L. Nous montrons la validite´ du code de calcul de´veloppe´ au travers
d’une comparaison entre l’expe´rience de Chiba et nos simulations. L’influence du liquide modifie la
forme des courbes en cloche obtenues pre´ce´demment.
Figure 4.10 – (a) Fre´quences propres hydroe´lastiques mesure´es [106] ; (b) Fre´quences propres hydroe´-
lastiques simule´es.
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Figure 4.11 – Comparaison des fre´quences propres hydroe´lastiques mesure´es et simule´es.
Une comparaison entre les modes in vacuo et les modes hydroe´lastiques montre que la pre´sence du
fluide a une influence a` la fois sur la valeur des fre´quences de re´sonance et sur la forme des modes (voir
4.12 et 4.13). Les fre´quences de re´sonance hydroe´lastiques sont plus basses (effet de masse ajoute´e).
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Figure 4.12 – E´volution et e´carts entre les fre´quences de la structure in vacuo et les fre´quences
hydroe´lastiques des modes (1, n) en fonction du nombre d’onde circonfe´rentiel n.
Nous observons que la contribution de l’effet de masse ajoute´e n’est pas la meˆme en fonction du
nombre d’onde circonfe´rentiel. Dans cet exemple, pour m = 1, nous constatons que pour n ∈ [1, 7],
plus la valeur de n est faible plus l’effet de masse ajoute´e est importante. A l’inverse, pour n ∈ [7, 15],
plus n augmente et plus l’effet de masse ajoute´e est prononce´.
Une analyse des de´forme´es modales, normalise´es par la masse de la structure in vacuo montre que
la forme des modes est aussi modifie´e (voir Fig. 4.13). En effet, plus la contribution de la masse ajoute´e
est grande, plus la forme du mode diffe`re de celle de la structure seule. Pour de grandes valeurs de
n, les de´formations de la structure se localisent de plus en plus proche de la partie en contact avec le
fluide, alors que la partie non-immerge´e se de´forme de moins en moins (voir Fig. 4.14).
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Figure 4.13 – De´forme´esmodales (1, n) de la structure in vacuo et de la structure partiellement
(normalisation a` la masse de la structure in vacuo).
Ce phe´nome`ne se visualise aussi pour les modes ayant un nombre de longueurs d’ondes longitudi-
nales m = 2 et m = 3 (voir respectivement les Figs. 4.15 et 4.16).
165
4.3. EXEMPLE NUME´RIQUE : EFFET DE MASSE AJOUTE´E
Figure 4.14 – E´volution des de´forme´es modales des modes hydroe´lastiques (partie structure) associe´s
a` un nombre d’ondes longitudinalesm = 1 en fonction du nombre d’ondes circonfe´rentielles n = 8, 9, 10
et 11.
Figure 4.15 – Exemples de modes hydroe´lastiques (partie structure) pour m = 2 pour diffe´rentes
valeurs du nombre d’ondes circonfe´rentielles n.
Figure 4.16 – Exemples de modes hydroe´lastiques (partie structure) pour m = 3 pour diffe´rentes
valeurs du nombre d’ondes circonfe´rentielles n.
Nous rappelons que le champ de pression d’un mode hydroe´lastique peut eˆtre calcule´ et repre´sente´
(voir Fig. 4.17).
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Figure 4.17 – Pression du fluide et de´placement de la structure des modes hydroe´lastiques.
4.3.1.3 Temps de calcul de la matrice de masse ajoute´e
Meˆme si cet exemple permet de valider nos de´veloppements pour un cylindre a` moitie´ rempli de
liquide, le temps de calcul ne´cessaire pour la construction de la matrice de masse ajoute´e rend cet
approche prohibitive. Le tableau ci-dessous permet de donner des ordres de grandeur du temps de
calcul en fonctions de parame`tres de maillage :
(nθ,nf) (5, 5) (10, 10) (15, 15) (25, 10)
nelem-f (fluide) 500 2600 6975 10250
ndof-f (fluide) 2260 11020 29280 45696
Temps de calcul 4.3 sec 211 sec 1020 sec 4136 sec
Table 4.10 – Temps de calcul pour obtenir la matrice de masse ajoute´e avec inversion de matrice
(rappel : Ma = ρfC∗H−1∗ CT∗ ).
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4.3.2 Re´capitulatif de l’exemple nume´rique
L’exemple nume´rique traite´ dans cette cette section nous a permis :
• de calculer des modes propres et valeurs propres hydroe´lastiques d’un cylindre a` moitie´
rempli de liquide, sans pre´contrainte, par me´thode des e´le´ments finis ;
• de comparer des re´sultats obtenus a` ceux de la litte´rature montrant la validite´ de (i)
l’approche avec masse ajoute´e et (ii) du code que nous avons de´veloppe´ au cours de cette
the`se ;
• d’observer que la forme de la partie structure des modes hydroe´lastiques et des modes de
la structure in vacuo diffe`rent en fonction de la hauteur de fluide. En particulier, lorsque
le nombre de vagues circonfe´rentielles augmentent, les de´placements de la structure se
localisent au niveau de la partie mouille´e du cylindre.
Au travers de cet exemple, nous montrons que le point le plus proble´matique de cette approche
est le temps de calcul de la matrice de masse ajoute´e. En effet, son calcul de´pend du nombre de
degre´s de liberte´ de l’interface et du nombre de degre´s de liberte´ dans le fluide. La suite de ce
chapitre est consacre´e a` une formulation qui permet de re´duire le temps de calcul associe´ a` la
construction de la matrice de masse ajoute´e.
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4.4 Projection du proble`me hydroe´lastique sur base in vacuo
L’objectif de cette section est de calculer les modes hydroe´lastiques, sans calculer explicitement
l’ope´rateur de masse ajoute´e Ma. Le principe est base´ sur une projection du proble`me sur base in
vacuo. Comme l’illustre la Fig. (4.18), l’approche se de´compose en trois phases :
1 Calculer les modes propres et valeurs propres de la structure in vacuo ;
2 Calculer la re´ponse du fluide incompressible (en potentiel de de´placement), induite par les
modes in vacuo (on rappelle que les effets de gravite´ sont ne´glige´s). Se servir de ces re´ponses
pour calculer un champ de pression induit.
3 Prendre en compte ces efforts induits et projeter le nouveau proble`me sur la base de modes
in vacuo.
Figure 4.18 – Sche´ma de l’approche utilise´e pour la projection du proble`me hydroe´lastique sur base
de modes in vacuo.
Nous proposons un de´veloppement de ce concept, d’abord d’un point de vue continu et ensuite
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d’un point de vue nume´rique. Nous montrerons la validite´ de l’approche via un retour a` l’exemple
nume´rique.
4.4.1 Approche continue de la projection sur base se`che
E´tape 1 : Cette e´tape se base sur le calcul des de´forme´es modales de la structure obtenues a` partir
de l’e´quation suivante :
K(us, δu)− ω2M(us, δu) = 0, ∀ δu ∈ Cu (4.52)
Du fait des proprie´te´s des ope´rateurs K et M, il existe une base orthogonale {uβ}, telle que la
fluctuation du champ de de´placement s’e´crit sous forme de combinaison line´aire de celle-ci :
us =
+∞∑︂
β=1
κβuβ (4.53)
Dans la pratique, cette base est tronque´e aux N premiers termes, avec N suffisamment grand 1. L’Eq.
(4.52) e´tant ve´rifie´e quelque soit le champ virtuel δu, elle l’est en particulier pour les N vecteurs de
la base {uβ} pris un a` un, tel que δu = uβ. Il est donc possible d’e´crire la relation suivante :
N∑︂
β=1
(ω2β − ω2µβ)κβ = 0 (4.54)
avec les µβ de´finis par une normalisation a` la masse du β
e`me mode associe´ (µβ =M(uβ,uβ) = 1) et
κβ les coordonne´es ge´ne´ralise´es.
E´tape 2 : Pour chacun des N modes de la structure in vacuo calcule´s a` l’e´tape 1, l’objectif de
cette e´tape consistent a` calculer N champs de potentiels de de´placement fluide {φβ} soumis a` un
de´placement impose´ de l’interface fluide-structure. E´tant donne´ que (i) le fluide est incompressible et
que (ii) nous ne prenons pas en compte les effets de gravite´ sur la surface libre, les N proble`mes sont
donne´s ci-dessous :
∆φβ = 0 dans Ωf (4.55)
gradφβ · n = uβ · n sur Σ (4.56)
φβ = 0 sur Γ (4.57)
1. Le nombre de termes N de´pend a posteriori du nombre de modes ne´cessaires pour converger vers les K modes
hydroe´lastiques se trouvant dans une plage de fre´quence d’inte´reˆt [fmin, fmax].
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La formulation variationnelle associe´e aux Eqs. (4.55), (4.56) et (4.57) s’e´crit alors sous forme suivante :
H(φβ, δφ) + C(δφ,uβ) = 0, ∀ δφ ∈ Cp (4.58)
Nous verrons par la suite, sur la formulation discre`te, que la re´solution de cette e´quation permet de
gagner du temps de calcul sur la construction de l’ope´rateur de masse ajoute´e.
E´tape 3 : Les fluctuations des champs de pression induits sont calcule´s a` partir de l’Eq. (4.14). Ceux-
ci sont proportionnels aux coordonne´es ge´ne´ralise´es de l’e´tape 1. Chaque champ de pression induit est
donc de la forme suivante :
pβ = ω2ρfφβκβ (4.59)
Ces N champs de pressions sont alors pris en compte comme actions exte´rieures sur la structure a`
l’interface fluide-structure. Le travail virtuel exte´rieur associe´ a` ces N champs de pression s’e´crit de
manie`re suivante :
−
N∑︂
β=1
∫︂
Σ
pβ n · δu ds = −ω2ρf
N∑︂
β=1
C(φβ, δu)κβ (4.60)
Nous e´crivons alors un nouveau proble`me de dynamique, prenant en compte les N champs de pression
induits de´finis comme suit :
K(us, δu)− ω2M(us, δu) = −ω2ρf
N∑︂
β=1
C(φβ, δu)κβ ∀ δu ∈ Cu (4.61)
De fac¸on analogue a` l’e´tape 1, prendre un a` un les champs virtuels e´gaux aux N modes conduit a` la
relation suivante :
N∑︂
γ=1
⎛⎝ω2γ − ω2
⎛⎝1 + N∑︂
β=1
mγβ
⎞⎠⎞⎠κβ = 0, avec mγβ = −ρfC(φβ,uγ) (4.62)
avec mγ,β correspondant a` la contribution de la masse ajoute´e associe´e aux modes de la base se`che.
Nous montrerons au travers de nos exemples nume´riques que ce proble`me re´duit sur N vecteurs de la
base converge vers la partie structurelle du proble`me hydroe´lastique.
4.4.2 Approche EF discre´tise´e de la projection sur base in vacuo
Les ope´rateurs discre´tise´s de ces de´veloppements se basent sur les meˆme ope´rateurs de´finis en
sous-section 4.2.6. Au meˆme titre que l’approche de´crite sous forme continue, l’approche discre´tise´e se
de´compose en 3 e´tapes :
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E´tape 1 : On calcule d’abord les N premiers vecteurs propres du proble`me line´aire classique de la
structure in vacuo :
[K− ω2M]Us = 0 (4.63)
Ces vecteurs formeront une base orthogonale note´e {Uβ}β=1..N . Le de´placement de la structure Us
peut alors s’e´crire combinaison line´aire des vecteurs de base :
Us =
N∑︂
β=1
κβUβ = Buκ (4.64)
avec Bu une matrice compose´e des vecteurs de la base {Uβ} et κ est le vecteur de coordonne´es
ge´ne´ralise´es :
Bu =
⎡⎢⎢⎣
...
...
U1 . . . UN
...
...
⎤⎥⎥⎦ et κ =
⎡⎢⎣κ1...
κN
⎤⎥⎦ (4.65)
E´tape 2 : Pour chaque vecteur propre Uβ, nous calculons la re´ponse fluide en potentiel de de´place-
ment φβ associe´e au de´placement de l’interface fluide-structure Uβ. Cette e´tape consiste a` re´soudre
N syste`mes line´aires, base´s sur la condition φβ = 0 sur Γ, tel que :
H∗φβ = −CT∗Uβ (4.66)
Les N potentiels de de´placements φβ calcule´s sont ensuite stocke´s dans une matrice Φ :
Φ =
⎡⎢⎢⎣
...
...
φ1 . . . φN
...
...
⎤⎥⎥⎦ (4.67)
Ces N syste`mes line´aires correspondent a` l’une des plus importantes contributions en e´conomie de
temps de calcul et de me´moire. En effet, la re´solution de ces syste`mes line´aires prend beaucoup moins
de temps de calcul que l’ope´rateur de masse ajoute´e Ma si le nombre de modes se´lectionne´s N reste
raisonnable (si N << 3 × ndofi). De plus, ces calculs peuvent eˆtre effectue´s en paralle`le. Dans notre
cas, nous avons une machine a` 10 cœurs. Nous re´alisons donc 10 calculs en paralle`le dans la limite de
la me´moire disponible.
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E´tape 3 : Le calcul de la pression induite se de´duit directement par la relation suivante :
Pβ = ω2ρfφβκβ (4.68)
Ne´anmoins, nous garderons le formalisme faisant apparaˆıtre explicitement le terme ω2. La prise en
compte de chaque contribution de la pression apparaˆıt alors dans le membre de droite de l’Eq. (4.63)
tel que :
[K− ω2M]Bκ = −ω2ρfCΦκ (4.69)
La projection du proble`me de´fini par l’Eq. (4.69) sur les modes de la structure in vacuo s’obtient en
multipliant a` gauche par BTu tel que le proble`me re´duit s’e´crit de fac¸on suivante :
[Ω− ω2(I+ma)]κ = 0 (4.70)
avec Ω = BTuKBu, I = BTuMBu etma = ρfBTuCΦ des matrices re´duites de taille N×N . La re´solution
de ce syste`me aux valeurs propres re´duit conduit au calcul des couples suivants :
{︂
ω2γ ,κγ
}︂
avec γ = 1 . . . N et N ∈ N∗+ (4.71)
A partir de cette e´quation, nous pouvons lister un certain nombre de remarques :
• Le nouveau syste`me aux valeurs propres de taille N × N est tre`s petit en comparaison du
syste`me complet de taille ndofs×ndofs, ndofs e´tant le nombre de degre´s de liberte´ de la structure
(N << ndofs).
• Toutes les matrices re´duites sont syme´triques dans la mesure ou ma = ρfBTuCH−1CTBu,
Ω = BTuKBu et I = BTuMBu. Nous pouvons rappeler que les vecteurs de la base in vacuo Bu
sont normalise´s a` la masse :
∥ • ∥M =
√
•TM• (4.72)
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Synthe`se sur la projection du proble`me hydroe´lastique
sur base de structure in vacuo
• E´tape 1 : Nous avons calcule´ les N premiers vecteurs propres et valeurs propres de la
structure in vacuo.
• E´tape 2 : A partir de ces N vecteurs propres nous avons calcule´ N potentiels de de´place-
ments du fluide (suppose´ incompressible et sans effet de gravite´). Nous sommes en mesure
de calculer N champs de pression induits a` l’interface fluide-structure.
• E´tape 3 : La prise en compte de ces N actions du fluide sur la structure nous conduisent a`
un nouveau syste`me que nous projetons sur les N modes de la structure in vacuo. A cette
e´tape, nous avons a` notre disposition un syste`me syme´trique de taille re´duit (N ×N) :
[Ω− ω2(I+ma)]κ = 0 (4.73)
avec ma une matrice de masse ajoute´e re´duite. Les N valeurs propres et vecteurs propres
de ce syste`me re´duit sont note´s :{︂
ω2γ ,κγ
}︂
avec γ = 1 . . . N et N ∈ N∗+ (4.74)
Deux questions subsistent :
Q1 : Est-ce que les K premie`res valeurs propres de ce syste`me re´duit convergent vers les K
premie`res valeurs propres du proble`me hydroe´lastique ? Nous re´pondrons a` cette question
dans l’exemple nume´rique qui suit.
Q2 : Admettons que les K premie`res valeurs propres convergent, peut-on retrouver les de´for-
me´es modales hydroe´lastiques associe´es a` ces K premie`res valeurs propres converge´es ?
Nous pouvons de`s a` pre´sent re´pondre positivement a` la question 2 puisque le calcul des N vecteurs
de la nouvelle base {Uγ} est re´alise´ a` l’aide de la matrice de passage compose´e des vecteurs propres
du proble`me re´duit Pred tel que :
Uγ = UβPred (4.75)
avec
Pred =
⎡⎢⎢⎣
...
...
κ1 . . . κN
...
...
⎤⎥⎥⎦ (4.76)
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4.5 Retour sur l’exemple nume´rique sans pre´contrainte
L’objectif de ces de´veloppements nume´riques est de valider la convergence du calcul des modes
hydroe´lastiques par projection du proble`me sur base se`che. Revenons sur l’exemple nume´rique pre´sente´
en Section 4.3.
4.5.1 Contribution des modes secs aux modes hyroe´lastiques
L’objectif est de calculer les modes et les fre´quences hydroe´lastiques sur une plage de fre´quence a`
partir du calcul des modes de structure in vacuo. Prenons une plage de fre´quence arbitraire contenant
les 30 premiers modes hydroe´lastiques (voir Fig. 4.19). Quels sont les modes de la structure in vacuo
qui contribuent a` la construction des K modes hydroe´lastiques sur la plage de fre´quence donne´e ?
Figure 4.19 – Quelles modes de la structure in vacuo contribuent au calcul des modes hydroe´lastiques ?
Le graphe donne´ en Fig. 4.20 donne une autre repre´sentation des 30 premie`res fre´quences propres
calcule´es par ordre croissant d’apparition. Nous cherchons a` calculer ces 30 premie`res fre´quences par
projection du proble`me sur base se`che.
4.5.2 Calculs par projection sur N premiers modes in vacuo
Nous partons du principe que les 400 premiers modes de la base se`che ont e´te´ calcule´s au pre´alable.
Parmi ces 400 modes, nous faisons trois se´lections :
Cas 1 : se´lection des 50 premiers modes ;
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Figure 4.20 – Evolution des 30 premie`res fre´quences hydroe´lastiques de la structure a` moitie´ rem-
plie de liquide caracte´rise´s par (m,n) avec m le nombre d’onde longitudinal et n le nombre d’onde
circonfe´rentiel.
Cas 2 : se´lection des 150 premiers modes ;
Cas 3 : se´lection des 400 modes.
Le graphe ci-dessous (Fig. 4.21) montre une comparaison entre les fre´quences calcule´es par projec-
tion sur base de structure in vacuo et les fre´quences hydroe´lastiques calcule´es en Section 4.3. Quali-
tativement, nous observons une convergence des fre´quences du proble`me re´duit vers les K premie`res
fre´quences du proble`me hydroe´lastique si N augmente. Quantitativement, nous constatons que (i) le
pourcentage d’erreur par mode diminue et (ii) l’erreur maximum sur les K fre´quences d’inte´reˆt dimi-
nue aussi. En effet, pour N = 50 l’erreur semble augmenter progressivement en fonction du nume´ro
du mode, a` l’exception de certaines fre´quences pour lesquelles des pics d’erreur apparaissent. Pour
N = 150, seuls certains pics d’erreur subsistent, mais les premie`res fre´quences propres ont converge´.
Enfin, pour un nombre de modes N = 400, tous les pics d’erreur sont infe´rieurs a` 1%.
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Figure 4.21 – E´volution du pourcentage d’erreur maximum des 30 premiers modes hydroe´lastiques
en fonction du nombre de modes de la base se`che N ∈ [1, 150] modes.
Nous avons calcule´ plusieurs proble`mes aux valeurs propres pour visualiser la de´croissance du pour-
centage de l’erreur maximum en fonction de N en Fig. 4.22.
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Figure 4.22 – E´volution du pourcentage d’erreur maximum, parmi les 30 premie`res fre´quences propres,
en fonction du nombre de modes de la base se`che N ∈ [1, 150] modes.
Nous observons une de´croissance de l’erreur maximum par palier. L’interpre´tation que nous pou-
vons faire est la suivante : ce n’est pas que le nombre N de modes qui contribue a` la convergence de
l’erreur maximum, mais certains modes parmi les N se´lectionne´s contribuent de fac¸on plus marque´e.
On peut effectivement s’en convaincre en projetant certains modes hydroe´lastiques Uα, calcule´s en
Section 4.3, sur la base de modes de la structure in vacuo Bu :
µ = BTuUα (4.77)
Les valeurs du vecteur µ peuvent servir d’indicateurs de la contribution d’un mode de structure
au αe`me mode hydroe´lastique. Nous trac¸ons alors la valeur de ces indicateurs, pour les modes hydroe´-
lastiques (1, 7), (1, 3) et (1, 16) sur les 50 premiers modes de structure in vacuo, en Fig. 4.23 .
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Figure 4.23 – Contribution des modes in vacuo aux modes hydroe´lastiques (1, 7), (1, 3) et (1, 16)
Nous observons que pour un mode hydroe´lastique, peu de modes de structure in vacuo contribuent.
Par exemple, pour le mode (1, 7), les modes secs qui contribuent sont a` la fois les modes autour du mode
(1, 7) mais aussi les modes autour du mode (2, 7), ceux-ci peuvent donc eˆtre relativement e´loigne´s.
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4.5.3 Temps de calcul
Nous donnons l’ordre de grandeur des temps de calcul entre le calcul des modes hydroe´lastiques du
mode`le complet vue en Section 4.3, et le temps de calcul des 30 premiers modes hydroe´lastiques calcule´s
par projection sur base se`che. Ces temps de calcul sont donne´s pour le meˆme maillage. Rappelons que
le calcul de Ma a un avantage certain vis-a`-vis des autres approches dans la mesure ou` la me´thode ne
se limite pas a` un nombre fixe de modes. Ne´anmoins, avec la capacite´ de me´moire disponible, il nous
e´tait impossible d’augmenter le nombre de degre´s de liberte´ du fluide. Cette comparaison est donc
faite pour le nombre de degre´s de liberte´ maximum autorise´ par le calcul complet de Ma. Les autres
approches ne sont pas concerne´es par ce proble`me de capacite´ me´moire pour la gamme de degre´s de
liberte´ e´tudie´e (∼ 50000 a` ∼ 200000 ddl). De plus, l’approche par projection est paralle´lisable.
Tps. de calcul avec Ma ∼ 1 h et 10 minutes
Tps. avec projection sur 150 modes (en se´rie) ∼ 30 minutes
Tps. avec projection sur 150 modes (en paralle`le sur 10 coeurs) ∼ 3 minutes
Tps. avec projection sur 400 modes (en se´rie) ∼ 1 h et 20 minutes
Tps. avec projection sur 400 modes (en paralle`le sur 10 coeurs) ∼ 8 minutes
Table 4.11 – Temps de calcul du proble`me traite´ dans l’exemple nume´rique avec nelm-f = 10250 et
ndof-f = 45696.
Dans un premier temps, nous observons que les temps de calculs ne sont pas du meˆme ordre de
grandeur. Nous parlons ici de quelques heures pour le calcul de la construction deMa ou la projection
en se´rie contre quelques minutes pour la projection avec paralle´lisation. Nous rappelons que le nombre
de modes a` une influence line´aire sur le temps de calcul. Ne´anmoins, pour le nombre de modes que
nous nous sommes fixe´s (30), nous obtenons un facteur 10 de gain en temps de calculs.
Nous pouvons signaler que cette comparaison est faite dans une situation de´favorable pour la
projection. Des e´tudes [32] montrent que pour des structures comple`tement remplies (ou comple`tement
immerge´s), le nombre de modes secs ne´cessaire avant convergence est tre`s faible. Effectivement, la forme
des modes secs est, dans ces cas-la`, tre`s proche de la forme des modes hydroe´lastiques. Nous verrons
que cette remarque a` un impact significatif sur les exemples propose´s au chapitre suivant.
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4.6 Conclusion
Dans le cadre de ce chapitre, nous nous sommes inte´resse´s au calcul des fre´quences et des modes
hydroe´lastiques d’une structure e´lastique line´aire partiellement remplie de liquide. Une formulation
syme´trique condense´e sur les degre´s de liberte´ de la structure, faisant apparaˆıtre une matrice de
masse ajoute´e, a e´te´ imple´mente´e. Au travers d’une comparaison entre les re´sultats de nos simulations
et une expe´rience de litte´rature, nous montrons que nos calculs sont conformes validant ainsi notre
imple´mentation nume´rique. Ne´anmoins, le temps de calcul est prohibitif (quelques heures) si nous
souhaitons faire e´voluer un parame`tre tel que la hauteur de fluide. Nous avons alors propose´ une
approche par projection sur base de structure in vacuo limite´e a` un nombre de modes sur une fre´quence
d’inte´reˆt. Cette me´thode a` l’avantage d’eˆtre paralle´lisable et ne ne´cessite pas une grande capacite´ de
stockage contrairement a` la construction d’une matrice de masse ajoute´e du proble`me complet. A
partir des re´sultats nume´riques de re´fe´rence, nous avons montre´ la convergence de l’approche par
projection. Les temps de calcul sont de l’ordre de quelques minutes ce qui nous permet d’effectuer
des e´tudes parame´triques. Le chapitre suivant traite de la prise en compte d’une pre´contrainte sur le
comportement hydroe´lastique.
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Chapitre 5
Vibrations hydroe´lastiques autour d’un
e´tat pre´contraint
Ce chapitre porte sur les vibrations hydroe´lastiques de re´servoirs partiellement remplis de liquide
autour d’e´tats pre´contraints. Nous supposons que chaque e´tat de pre´contrainte est connu (cf.
Chapitre 2). A partir d’une line´arisation du principe des travaux virtuels autour d’un e´tat
d’e´quilibre avec non-line´arite´ ge´ome´trique, nous montrons que le proble`me couple´ fluide-structure
est de la meˆme forme celui du Chapitre 4. La diffe´rence majeur vient du fait que l’ope´rateur
de raideur prend en compte les non-line´arite´s mate´riaux, ge´ome´triques et de forces suiveuses.
Une comparaison entre notre nos de´veloppements base´s sur la me´thode des e´le´ments finis et
une expe´rience de la litte´rature montre la validite´ d’une telle approche. Si la pre´contrainte joue
un roˆle significatif, nous sommes donc en mesure d’estimer rigoureusement son influence sur le
comportement hydroe´lastique line´arise´.
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5.1 Introduction et e´tat de l’art
Ce chapitre concerne l’estimation du comportement hydroe´lastique de structures e´lastiques autour
d’un e´tat pre´contraint via la MEF.
Nous rappelons que nous conside´rons des structures tre`s fines et tre`s flexibles (e.g. des re´servoirs
de lanceurs pressurie´s). Dans ce cas, nous faisons l’hypothe`se que les de´placements de la structure
charge´e par le fluide a` l’e´quilibre sont grands vis-a`-vis d’une longueur caracte´ristique (e.g. l’e´paisseur
du re´servoir). La raideur globale de la structure est modifie´e provoquant un de´calage des fre´quences
hydroe´lastiques [100, 113, 114, 115]. Nous verrons que les approches classiques base´es sur la configura-
tion de re´fe´rence ne peuvent pas capter ces e´carts [37, 116, 99, 62]. L’objectif de ce chapitre est donc
d’estimer l’influence des non-line´arite´s ge´ome´triques sur le comportement dynamique couple´ fluide-
structure. Nous rappelons que le calcul de l’e´tat d’e´quilibre non-line´aire a e´te´ aborde´ au Chapitre 2.
Nous conside´rons ici que l’e´tat d’e´quilibre non-line´aire est connu. Seul l’aspect dynamique line´arise´
autour de l’e´tat pre´contraint est de´veloppe´ sur dans chapitre (voir Fig. 5.5).
Figure 5.1 – (a) E´tat d’e´quilibre statique non-line´aire connu soumis a` un champ de pression hydro-
statique ; (b) Vibrations hydroe´lastiques autour d’un e´tat pre´contraint
Une e´tude expe´rimentale me´ttant en e´vidence l’influence de la pre´contrainte a e´te´ effectue´e dans
[36]. Cette expe´rience consiste a` calculer les vibrations hydroe´lastiques d’une plaque en plexiglas tre`s
fine circulaire encastre´e a` son bord, situe´e en dessous d’une colonne d’eau. Les fre´quences de re´sonance
des premiers modes couple´s ont ensuite e´te´ calcule´es pour diffe´rentes hauteurs de fluide. Pour de faibles
hauteurs de fluides, les fre´quences de re´sonance diminuent, due a` l’effet de masse ajoute´e, comme le
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pre´dit les approches line´aires classiques. Ne´anmoins, contrairement a` la the´orie line´aire, pour des
hauteurs de fluide de plus en plus grandes, les fre´quences de re´sonance expe´rimentales augmentent (a`
l’exception du premier mode). Une approche semi-alalytique, prenant en compte le couplage membrane
flexion a e´te´ de´veloppe´ dans [117]. Meˆme si cette approche permet d’obtenir des tendances similaires
a` l’expe´rience, aucune comparaison entre l’expe´rience et la solution du proble`me semi-analytique n’a
e´te´ propose´e. Une autre expe´rience re´cente [118] effectue´e sur une plaque rectangulaire en contact a
un liquide a e´te´ propose´e dans [118].
L’une des originalite´s de ce chapitre consiste a` proposer une me´thode de cacul des vibrations hy-
droe´lastiques adapte´e a` des structures pre´contraintes en 3D. La me´thode peut eˆtre utilise´e sur des
structures de formes complexes discre´tise´es par la me´thode des e´le´ments finis. De plus, nous proposons
une validation de la me´thode par une comparaison entre nos simulations et les re´sultats de l’expe´rience
de Chiba [36].
Le contenu du chapitre est le suivant. En Section 5.2 nous rappelons les hypothe`ses sur le fluide et
la solide. En Section 5.3, nous pre´sentons la formulation en (ud, p) line´arise´e autour d’un e´tat pre´con-
traint. Cette formulation est utilise´e pour une re´solution par projection du proble`me IFS sur base se`che
pre´contrainte, base´e sur la de´marche pre´sente´e au Chapitre 4. En Section 5.4, une discre´tisation EF
permet de mettre en e´vidence le syste`me au valeur propre contenant la raideur tangente de la structure
et la matrice de masse ajoute´e. Cette raideur est la contribution des raideurs mate´riau, ge´ome´triques et
de forces suiveuses. Cette matrice tangente contient les informations lie´es la pre´contraintes, alors que
la matrice de masse ajoute´e contient celles de l’e´nergie cine´tique du fluide. Finalement aux Sections 5.5
et 5.6, nous proposons deux exemples nume´riques. Le premier valide notre approche par comparaison
a` l’expe´rience de Chiba et l’autre est un exemple original montrant la validite´ de l’approche sur des
structures de plus en plus complexes.
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5.2 Configurations du fluide et de la structure
5.2.1 Notations et de´finitions des configurations de la structure
Nous distinguons trois configurations de la structure au cours de notre mode´lisation : (i) la configu-
ration de re´fe´rence, (ii) la configuration courante statique non-line´aire et (iii) la configuration courante
dynamique line´arise´e autour de l’e´tat pre´contraint.
Configuration de re´fe´rence : La configuration de re´fe´rence est de´finie par une structure occu-
pant un domaine Ωs de R3 quand celle-ci est libre de chargement externe (cette configuration est connue
sans calcul pre´alable). Ce domaine est borne´ par une surface ∂Ωs = ∂uΩs ∪ ∂tΩs avec ∂uΩs la sur-
face avec de´placements impose´s et ∂tΩ la surface avec chargements exte´rieurs impose´s. Cette dernie`re
surface correspond en pratique a` l’image de la surface charge´e et de´forme´e issue de la configuration
courante statique non-line´aire. Une attention particulie`re est porte´e sur le type de chargement exte´-
rieur. Nous appelons Σ0 la surface mouille´e ramene´e a` la configuration de re´fe´rence telle que Σ0 ∈ ∂tΩs.
Le reste de la surface ∂tΩs \Σ0 correspond a` l’union de surfaces (i) libres d’efforts, (ii) soumise par une
charge morte surfacique ou (iii) une charge suiveuse uniforme exte´rieure (issue d’une pressurisation
par exemple). Un point de ce domaine est de´fini par un vecteur position X = Xex +Yey + Zez.
Configuration courante statique non-line´aire : A l’e´quilibre non-line´aire, la structure occupe
un domaine ωs de R3. Au meˆme titre que la surface de re´fe´rence, ωs est borne´ par ∂ωs = ∂uωs ∪ ∂tωs.
La surface mouille´e (ou interface fluide-structure) sera note´e Σ en configuration courante. Un point
de ce domaine est de´fini par le vecteur position courant a` l’e´quilibre statique x = X + u, avec
x = xex+ yey + zez et u = uex+ vey +wez le vecteur de´placement statique non-line´aire. Le champ
de de´placement statique non-line´aire u est connu, mais il ne´cessite un ou plusieurs calculs
statiques non-line´aires associe´s aux de´veloppements des Chapitres 2 et 3.
Configuration courante dynamique line´arise´e autour de l’e´tat pre´contraint : Nous appe-
lons xd la position de la structure lorsque celle-ci est soumise a` une sollicitation harmonique f de faible
amplitude, autour de son e´tat pre´contraint. La fluctuation de de´placement de´finie par ud = xd − x
e´tant suppose´e tre`s faible, nous confondons la configuration courante statique non-line´aire ωd a` la
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configuration dynamique line´arise´e autour de l’e´tat pre´contraint ωt. Une repre´sentation graphique de
ces trois configurations est propose´e en Fig. 5.2.
s s
exey
ez
X X u
x
x ud
xd
(a) (b) (c)
Ωs ωs ωd ≃ ωs
Figure 5.2 – Repre´sentation graphique des configurations et des variables associe´es aux configurations
de la structure (voire Tab. 5.1) : (a) Configuration de re´fe´rence ; (b) Configuration courante statique
non-line´aire ; (c) Configuration courante dynamique line´arise´e autour de l’e´tat pre´contraint.
Table 5.1 – Notations associe´es a` la structure et ses configurations
Notations De´finitions
Ωs Domaine occupe´ par la struct. en configuration de re´fe´rence
ωs Domaine occupe´ par la struct. en configuration courante statique non-line´aire
ωd Domaine occupe´ par la struct. en configuration courante dynamique line´arise´e
Σ Interface fluide-structure en configuration courante statique
X Vecteur position en conf. de re´fe´rence
x Vecteur position en conf. statique non-line´aire
xd Vecteur position en conf. dynamique line´arise´
u Solution du proble`me statique non-line´aire
ud Fluctuations de de´placement u = xd − x
ut De´placement total ut = u+ ud
Notations des domaines et champs vectoriels
Ce qu’il faut retenir : La fluctuation de de´placement de la structure u est l’inconnue du pro-
ble`me coˆte´ structure. La configuration courante dynamique line´arise´e autour de l’e´tat pre´contraint est
confondue a` la configuration courante de l’e´tat statique non-line´aire Ωs.
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5.2.2 Notations et de´finitions des configurations du fluide
Autour d’un e´tat d’e´quilibre non-line´aire de la structure, nous conside´rons deux configurations
distinctes associe´es au fluide interne : (i) une configuration du fluide a` l’e´quilibre statique et (ii) une
configuration dynamique line´arise´e autour de l’e´quilibre.
Configuration statique du fluide : A chaque e´tat non-line´aire ge´ome´trique de la structure, le
fluide occupe un domaine ωf de R3. Ce domaine est borne´ par une surface ∂ωf = Σ∪Γ, avec Σ l’inter-
face fluide-structure associe´e au fluide en configuration courante et Γ la surface libre. Nous rappelons
que cette dernie`re est suppose´e horizontale a` l’e´quilibre car (i) la tension superficielle est ne´glige´e et
(ii) le champ de gravite´ est suppose´ constant en intensite´ et en direction au voisinage de Γ. Cette
configuration est suppose´e connue et de´pend du calcul non-line´aire comme l’illustre l’exemple en Fig.
5.3. Dans cet exemple, une structure est charge´e par une pression hydrostatique ph de´pendante de
la hauteur de fluide h et de la position courante dans le fluide. Notons que le type de chargement
exte´rieur induisant l’e´tat d’e´quilibre de la structure peut eˆtre de nature varie´e (i.e. pressurisation d’un
re´servoir ou un de´placement impose´ de la structure).
ss s s
ωf
ωf
Ωs
(a) (b)
h
ωs
Forces suiveuses
ph Γ
Γ
Γ
ωf
Σ Σ Σ
Figure 5.3 – (a) E´tat d’e´quilibre statique non-line´aire d’une structure soumise a` des forces suiveuses
issues d’une pression hydrostatique ps parame´tre´e par une hauteur de fluide h (ωs et Ωs sont respec-
tivements les configurations courante et de re´fe´rence de la structure) ; (b) Diffe´rentes configurations
statiques du fluide a` l’e´quilibre occupant le domaine ωf borne´ par la surface libre Γ et l’interface
fluide-structure Σ.
Remarques sur le maillage volumique du fluide : Contrairement au calcul non-line´aire ge´o-
me´trique, il est ne´cessaire de ge´ne´rer un maillage volumique du fluide pour le calcul des vibrations
hydroe´lastiques line´arise´es autour de l’e´tat pre´contraint. D’un point de vue de la mise en donne´e
nume´rique, nous supposons eˆtre en mesure de ge´ne´rer des maillages volumiques fluides et structures
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compatibles pour chaque configuration courante statique non-line´aire. En effet, il s’agit d’un point dur
(surtout avec l’utilisation d’e´le´ments hexae´driques volumiques) qui sera de´veloppe´ plus tard.
Configuration dynamique line´arise´e du fluide : Lors d’une sollicitation harmonique de tre`s
faible amplitude, le de´placement du fluide uf occuperait une nouvelle configuration. Cependant, cette
configuration est suppose´e confondue a` la configuration statique car (i) les de´placements fluides uf sont
suppose´s tre`s faibles et (ii) la fluctuation de pression de la surface libre est conside´re´e nulle dans la
plage de fre´quence d’inte´reˆt de l’e´tude (f > 10 Hz). La fluctuation de de´placement fluide uf est relie´e
a` la fluctuation de pression p au sein du fluide comme l’illustre la Fig 5.4. La pression totale au sein
du fluide est donc la somme d’une pression hydrostatique et d’une fluctuation de pression pt = ph+ p.
pss sωf
p = 0 sur Γ
Fluctuation de pression p
f
(a) (b)
Γ
Σ
Figure 5.4 – (a) E´tat d’e´qulibre statique ; (b) Fluctuations de pressions p au sein du fluide lors d’une
sollicitation harmonique fs de faible amplitude.
Table 5.2 – Notations et de´finitions des configurations du fluide
Notations De´finitions
ωf Domaine fluide
Γ Surface libre
Σ Interface fluide-structure
∂uωf Fluctuations de de´placement du fluide
ph Pression hydrostatique au sein du fluide a` l’e´quilibre statique
p Fluctuations de pression au sein du fluide autour de l’e´quilibre
Remarques sur la pression de la surface libre : Fixer la condition p = 0 sur Γ n’implique en
aucun cas que le de´placement de celle-ci soit nulle. Au contraire, cette dernie`re est libre de se de´placer
(soit uf ̸= 0 sur Γ). Notons que le de´placement de surface libre, dans cette e´tude, n’est pas lie´e aux
effets de gravite´ (ou ballottement) mais plutoˆt a` l’incompressibilite´ du fluide.
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5.3 Proble`me hydroe´lastique autour d’un e´tat pre´contraint
Cette section est consacre´e a` la formulation variationnelle du proble`me hydroe´lastique line´arise´
autour de l’e´tat pre´contraint. La formulation consiste a` rechercher la fluctuation de de´placement ud
et la fluctuation de pression p sachant la solution de l’e´tat quasi-statique note´e u. Les effets de gravite´
(ballottement) ne sont pas pris en compte sur la surface libre (p = 0 sur Γ).
5.3.1 Petites perturbations dynamiques autour de l’e´tat pre´contraint
Notre proble`me se de´compose en deux e´tapes : (i) un proble`me quasi-statique traite´ au Chapitre
2 et (ii) un proble`me dynamique line´arise´ autour de l’e´tat pre´contraint (voir Figure 5.5).
Figure 5.5 – (a) E´qulibre statique pre´contraint connu ; (b) Domaine fluide associe´ a` l’e´tat pre´con-
traint ; (c) Vibrations hydroe´lastiques line´arise´es.
5.3.1.1 Principe des travaux virtuels (sans line´arisation)
Nous introduisons a` nouveau un champ de de´placement virtuelδu ∈ Cu l’espace des fonctions
cine´matiquement admissibles suffisamment re´gulie`res (avec δu = 0 sur ∂uΩs). Le principe des travaux
virtuels consiste a` trouver ut(xt, t) ve´rifiant les conditions aux limites et conditions initiales, tel que :
δWint(ut)− δWext(ut) + δWacc(ut) = 0, ∀ δu ∈ Cu (5.1)
avec δWint, δWext et δWacc qui sont respectivement le travail virtuel des efforts inte´rieurs, le travail
virtuel des efforts exte´rieurs et le travail virtuel des quantite´s d’acce´le´ration de´finis par :
δWint(ut) =
∫︂
Ω0
S : δE dV (5.2)
δWext(ut) = −
∫︂
Σ
pt n · δu ds+
∫︂
∂tΩs
ft · δu ds (5.3)
δWacc(ut) =
∫︂
ωs
ρsu¨t · δu dv (5.4)
A cette e´tape, le proble`me est non-line´aire et le champ de pression n’a pas encore e´te´ de´fini.
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5.3.1.2 Rappel sur les notations associe´es a` la line´arisation
Le de´placement ”total”ut est la somme d’un de´placement quasi-statique u et d’une fluctuation de
de´placement ud :
ut = u+ ud (5.5)
La fluctuation de de´placement ud est suppose´e tre`s petite par rapport a` une dimension caracte´ristique
de la structure lc (par exemple l’e´paisseur du re´servoir) tel que || ud || ≪ lc. A partir de ces hypothe`ses,
nous reprenons la notation ”∆”, introduite au Chapitre 2, pour faire re´fe´rence a` la line´arisation des
fonctions ou des ope´rateurs par rapport a` ud. Ainsi, l’expression des champs line´arise´s ∆E et ∆δE
sont e´crits en fonction de ud, u et du champ de de´placement virtuel δu de manie`re suivante :
∆E = 12(Gradud +Grad
Tud +GradTudGradu+GradTuGradud) (5.6)
∆δE = 12(Grad
TδuGradud +GradTudGradδu) (5.7)
Dans la suite, nous admettons les de´pendances suivantes de fac¸on implicite : E = E(u), ∆E =
E(u,ud), δE = E(u, δu) et ∆δE = E(ud,u)
Rappelons que le tenseur des contraintes S est relie´ a` E par la loi de comportement, donc S = S(u).
De meˆme, la variation ∆S = ∆S(u,ud) car ∆S = D : ∆E.
Ensuite, nous supposons que le champ de pression agissant sur l’interface fluide-structure est la
somme d’un champ de pression hydrostatique ph connu et d’une fluctuation de pression p telle que :
pt = ph + p (5.8)
avec le champ de pression hydrostatique a` l’e´quilibre qui s’e´crit de fac¸on suivante :
ph = −ρfg(u · ez − h) (5.9)
Enfin, rappelons que nous pouvons exprimer l’inte´grale de la normale sur l’interface fluide-structure
par : ∫︂
Σ
n(u+ ud)ds ≃
∫︂
Σ
n(u)ds+
∫︂
Σ
∆n(u,ud) ds (5.10)
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En supposant que la surface soit re´gulie`re, celle-ci peut eˆtre parame´tre´e par (ξ, η) de´finie sur une
surface de re´fe´rence Sref. L’expression des inte´grales ramene´es sur la surface de re´fe´rence s’e´crit de
fac¸on suivante : ∫︂
Σ
n(u) ds =
∫︂
Sref
(︃
∂x(u)
∂ξ
∧ ∂x(u)
∂η
)︃
dξdη∫︂
Σ
∆n(u,ud) ds =
∫︂
Sref
(︃
∂ud
∂ξ
∧ ∂x(u)
∂η
− ∂ud
∂η
∧ ∂x(u)
∂ξ
)︃
dξdη (5.11)
avec x(u) = X + u. Ainsi, dans la suite de ce manuscrit, il sera admis les de´pendances suivantes :
n = n(u), ∆n = ∆n(u,ud)
5.3.1.3 Line´arisation autour de l’e´tat pre´contraint
A partir des notations pre´ce´dentes et de l’hypothe`se de champ fluctuant de l’Eq. (5.5), nous pouvons
re´-e´crire le travail virtuel des efforts inte´rieurs comme suit :
δWint(u+ ud) ≃ δWint(u) +
∫︂
Ω0
∆S : δE dV +
∫︂
Ωs
S : ∆δE dV (5.12)
avec les termes qui de´pendent de ud note´s :
Km(ud, δu) =
∫︂
Ωs
∆S : δE dV (5.13)
Kg(ud, δu) =
∫︂
Ωs
S : ∆δE dV (5.14)
Les fonctions Kg et Km sont des formes biline´aires syme´triques par rapport a` ud et δu et correspondent
respectivement aux contributions des raideurs mate´riaux et ge´ome´triques de la structure.
L’expression du travail virtuel de l’acce´le´ration associe´e a` l’Eq. (5.4) s’e´crit de fac¸on suivante :
δWacc(ud + u) =
∫︂
ωs
ρs(u¨+ u¨d) · δu dv
≃
∫︂
ωs
ρsu¨ · δu dv⏞ ⏟⏟ ⏞
0
+
∫︂
Ωs
ρsu¨s · δu dv
≃
∫︂
ωs
ρsu¨s · δu dv (5.15)
Nous faisons l’hypothe`se que la partie fluctuante est en re´gime harmonique, ainsi son expression
devient :
δWacc(ud + u) ≃ −ω2
∫︂
ωs
ρ′sud · δu dv (5.16)
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Dans la suite, nous de´finissons l’ope´rateur M tel que :
M(ud, δu) =
∫︂
ωs
ρsud · δu dv
=
∫︂
Ω0
ρsud · δuJdV (5.17)
avec M correspondant a` l’ope´rateur d’inertie associe´ a` l’e´nergie cine´tique de la structure et J = detF
le jacobien de la transformation.
L’effort exte´rieur ft = f est conside´re´ harmonique et de faible amplitude. A partir des notations
associe´es a` la line´arisation, l’expression du travail des efforts exte´rieurs s’e´crit de fac¸on suivante :
δWext(u+ ud) ≃ −
∫︂
Σ
ph n · δu ds−
∫︂
Σ
ph∆n · δu ds−
∫︂
Σ
pn · δu ds+
∫︂
∂tωs
f · δu ds (5.18)
Le travail des efforts exte´rieurs peut eˆtre se´pare´ en deux types de sollicitations : (i) une sollicitation
statique qui de´pend de u :
δWext(u) = −
∫︂
Σ
ph n · δu ds (5.19)
et (ii) les termes qui de´pendent des fluctuations ud, p et f se´pare´s en trois contributions :
Kf(u, δu) = −
∫︂
Σ
ph∆n · δu ds (5.20)
C(p, δu) =
∫︂
Σ
pn · δu ds (5.21)
F(δu) =
∫︂
∂tωs
f · δu ds (5.22)
avec Kf correspondant a` un ope´rateur de raideur des forces suiveuses sans la prise en compte de
la gravite´, C correspondant a` l’ope´rateur de couplage entre la fluctuation du champ de pression a`
l’interface et le de´placement de la structure et F correspondand au travail des efforts exte´rieurs (qui
n’est pas issu du champ de pression).
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Proble`me dynamique line´arise´ avec pre´contrainte
Les termes fluctuants qui interviennent dans le proble`me hydroe´lastique line´arise´ autour de
l’e´tat pre´contraint est donne´ sous forme variationnelle par :
Ktan(ud, δu)− ω2M(ud, δu) + C(p, δu) = F(δu), ∀ δu ∈ Cu (5.23)
avec
Ktan = Km +Kg −Kf (5.24)
Cette e´quation du coˆte´ structure sera utilise´e dans la suite pour la formulation du proble`me
hydroe´lastique. A ce stade, il nous reste a` formuler le proble`me du coˆte´ du fluide.
Proble`me quasi-statique re´solu au Chapitre 2
La partie quasi-statique du principe des travaux virtuel s’e´crit sous la forme suivante :
δWint(u) +
∫︂
Σ
ph n · δu ds = 0, ∀ δu ∈ Cu (5.25)
5.3.2 Rappels : formulation variationnelle en p coˆte´ fluide
A partir des de´veloppements effectue´s au Chapitre 3, nous rappelons que la formulation variation-
nelle coˆte´ fluide s’e´crit de fac¸on suivante :
H(p, δ p) + ω2ρfC(δp,ud) = 0, ∀ δp ∈ Cp (5.26)
avec
H(p, δ p) =
∫︂
Ωf
grad p · grad δp dv (5.27)
C(δp,ud) =
∫︂
Σ
ud · n δp ds (5.28)
avec H un ope´rateur qui correspond a` la contribution de l’e´nergie cine´tique du fluide due a` son incom-
pressibilite´ et C, l’ope´rateur de couplage entre le fluide et la structure.
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5.3.3 Formulation variationnelle du proble`me couple´ hydroe´lastique line´arise´
Le proble`me hydroe´lastique line´arise´ autour de l’e´tat pre´contraint consiste a` trouver la fluctuation
de de´placement ud et la fluctuation du champ de pression p, sachant la solution quasi-statique u qui
ve´rifie les relations suivantes :
Ktan(ud, δu)− ω2M(ud, δu) + C(p, δu) = F(δu), ∀ δu ∈ Cu (5.29)
H(p, δ p) + ω2ρf C(ud, δp) = 0 ∀ δp ∈ Cp (5.30)
avec Ktan = Kg+Km−Kf. Dans la suite nous nous baserons sur la formulation syme´trique avec matrice
de masse ajoute´e de´finie au Chapitre 4.
5.4 Discre´tisation e´le´ments finis
Dans cette Section, nous supposons que la structure et le fluide sont discre´tise´s par des e´le´ments
finis he´xae´driques comme l’illustre la Figure 5.10. Nous supposons que le maillage de la structure et
celui du fluide sont co¨ıncidents. Ne´anmoins, cette dernie`re condition ne´cessite un travail sur le maillage
qui est a` l’origine de manipulations nume´riques supple´mentaires.
Figure 5.6 – Maillage co¨ıncident du fluide et de la structure avec des e´le´ments he´xae´driques quadra-
tiques.
Pour chaque configuration de la structure pre´contrainte, un maillage du fluide co¨ıncident a` celui de
la structure doit eˆtre ge´ne´re´. Dans notre cas, la proce´dure de remaillage, illustre´e en Fig. 5.7, s’effectue
en trois e´tapes :
1 Ge´ne´ration d’un maillage co¨ıncident fluide-structure (le maillage de la structure est fait en
configuration de re´fe´rence).
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2 Si le maillage de la structure est diffe´rent (nombre de mailles, types d’e´le´ments, positions des
nœuds) de celui du proble`me non-line´aire quasi-statique, il est ne´cessaire de projeter la solu-
tion statique sur le nouveau maillage. L’algorithme de projection de solution EF entre diffe´rents
maillages est donne´ en Annexe E ;
3 Afin d’obtenir une position courante du fluide, nous re´solvons un proble`me a` de´placement im-
pose´ sur le maillage fluide.
Figure 5.7 – Proce´dure de remaillage du domaine fluide co¨ıncident avec le maillage de la structure
en configuration courante.
Apre`s la cre´ation des maillages fluide-structure associe´s a` chaque configuration pre´contrainte, nous
sommes en mesure de construire les ope´rateurs Ktan = Km+Kg−Kf , M, H, C et F (voir Tab. 5.3).
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Forme Discre´tisation Matrice
Km(uhd, δuh) =⇒ δUT
∫︂
Ωhs
[B+BNL]TD[B+BNL] dVUd =⇒ δUTKmUd
Kg(uhd, δuh) =⇒ δUT
∫︂
Ωhs
GTNLSNLGNL dVUd =⇒ δUTKgUd
Kf(uhd, δuh) =⇒ δUT
1
2
∫︂
Σh0
(NTΩηN,ξ −NT,ξΩηN)
+(NT,ηΩξN−NTΩξN,η) dSUd =⇒ δUTKfUd
M(uhd, δuh) =⇒ δUT
∫︂
Ωhs
ρsN
TNJ dVUd =⇒ δUTMUd
C(ph, δuh) =⇒ δUT
∫︂
Σh
NTs nNf dsP =⇒ δUTCP
F(δuh) =⇒ δUT
∫︂
∂uΩhs
NTs f dS =⇒ δUTF
H(ph, δph) =⇒ δPT
∫︂
ωh
f
BTpBp dvP =⇒ δPTHP
C(uhd, δph) =⇒ δPT
∫︂
Σh
NTf n
TNs dsUd =⇒ δPTCTUd
Table 5.3 – De´finitions des ope´rateurs dans les domaines discre´tise´s (les ope´rateurs B, BNL, GNL,
SNL, Ωη et Ωξ sont tous de´finis au Chapitre 2.)
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5.4.1 Formulation du proble`me pre´contraint avec matrice de masse ajoute´e
Prise en compte de la pre´contrainte et de la masse ajoute´e
Le proble`me aux valeurs propres hydroe´lastique syme´trique avec masse ajoute´e et prise en
compte de la pre´contrainte est donne´ ci-dessous :[︂
Ktan − ω2 (M+Ma)
]︂
Us = 0 (5.31)
avec
Ma = ρfC∗H−1∗ CT∗ (5.32)
Sous cette forme, les contributions de la pre´contrainte et de l’effet de masse ajoute´e apparaissent
explicitement au travers de la matrice tangente Ktan et de la matrice de masse ajoute´e Ma.
Projection sur base de structure in vacuo pre´contrainte
Nous rappelons que le calcul du proble`me hydroe´lastique s’effectue par projection sur base in
vacuo (cf. Chapitre 4). La particularite´ consiste a` prendre la matrice tangente comme matrice de
raideur telle que : [︂
Ktan − ω2M
]︂
ud = 0 (5.33)
La projection du proble`me IFS, base´ sur la contribution des pressions induites conduit a` la re´so-
lution d’un proble`me re´duit de la forme suivante :
[Ωtan − ω2(I+ma)]κ = 0 (5.34)
avecΩtan une matrice diagonale compose´e du carre´ des pulsations propres et proble`me de vibration
de la structure in vacuo avec la prise en compte de la pre´contrainte et ma la matrice de masse
ajoute´ re´duite.
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5.4.2 Rappels : effet de masse ajoute´e sans pre´contrainte
Dans un premier temps, afin de n’e´tudier que l’effet de la masse ajoute´e, nous conside´rons la
raideur de la structure K sans prise en compte de non-line´arite´s ge´ome´triques (voir Figure 5.8) tel que
le proble`me aux valeurs propres a` re´soudre s’e´crit :
[︂
K− ω2 (M+Ma)
]︂
Ud = 0 (5.35)
Rappelons que cette approche est re´solue par projection sur base de la structure in vacuo menant
a` la re´solution d’un syste`me aux valeurs propres re´duit (cf. chapitre 4) :
[Ω− ω2(I+ma)]κ = 0 (5.36)
Notons que l’effet attendu est connu et prouve´ [37], dans la mesure ou` la pre´sence du fluide me`ne a`
une de´croissance des fre´quences de re´sonances du proble`me hydroe´lastique (prise en compte de l’e´nergie
cine´tique du fluide de´place´).
Figure 5.8 – Vibrations hydroe´lastiques sans pre´contrainte
5.4.3 Effets de la pre´contrainte sur les fre´quences propres
Pour e´tudier l’effet de la pre´contrainte sur le comportement de la structure (sans fluide), nous
proposons de re´soudre le proble`me aux valeurs propres sans l’effet de masse ajoute´e :
[︂
Ktan − ω2M
]︂
U = 0 (5.37)
Ce proble`me n’a pas de sens physique dans la mesure ou` nous ne prenons pas en compte l’effet
de l’inertie du fluide qui est a` l’origine de la pre´contrainte. Ne´anmoins, l’objectif est (i) d’interpre´ter
son effet sur la raideur du proble`me, inde´pendamment de son inertie (voir Fig. 5.9) et (ii) ge´ne´rer une
base de modes in vacuo pour la projection.
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Figure 5.9 – Vibrations de la structure in vacuo avec pre´contrainte
Contrairement a` l’effet de la masse ajoute´e, nous ne sommes pas en mesure, de pre´voir a priori
l’influence de la pre´contrainte sur les fre´quences de re´sonance de la structure. La pre´sence d’une
raideur ge´ome´trique ne garantit pas la positivite´ de l’ope´rateur tangent Ktan (ce qui est le cas pour les
proble`mes instables). Cette analyse est donc judicieuse pour pre´voir l’effet de la pre´contrainte avant
l’analyse du proble`me couple´.
5.5 Validation de l’approche propose´e : Expe´rience de Chiba
Le premier exemple consiste a` e´tudier l’e´volution des fre´quences propres et des modes propres du
proble`me couple´ hydroe´lastique avec pre´contrainte, en fonction de la hauteur de fluide. La structure
e´tudie´e est un re´servoir cylindrique rigide circulaire a` fond tre`s souple (voir 5.10). Le mate´riau est un
plexiglas de module d’Young E = 6.9 × 109, de module de Poisson ν = 0.38 et de masse volumique
ρs = 1.4 × 103 kg.m−3. L’exemple propose´ a pour objectif de retrouver par le calcul les fre´quences
observe´es sur les expe´riences de Chiba.
Figure 5.10 – (a) Mode´lisation de la pre´contrainte due a` l’action de la pression hydrostatique du
fluide sur la structure, (b) Formulation hydroe´lastique en (Ud,P)
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L’analyse se de´compose en quatre e´tapes :
• E´tape 1 : Calcul de l’e´quilibre statique non-line´aire
• E´tape 2 : Vibrations de la structure pre´contrainte in vacuo
• E´tape 3 : Vibrations hydroe´lastiques sans pre´contrainte
• E´tape 4 : Vibrations hydroe´lastiques avec pre´contrainte
5.5.1 Exemple 1 : Vibrations hydroe´lastiques d’une plaque circulaire
5.5.1.1 E´tape 1 : Calcul de l’e´quilibre quasi-statique
Dans un premier temps, nous souhaitons trouver les parame`tres du maillage qui minimisent l’in-
fluence de la discre´tisation EF sur la solution quasi-statique. La parame´trisation du maillage est
propose´e en Fig. 5.11.
Figure 5.11 – (a) Ge´ome´trie de la plaque circulaire utilise´e pour ge´ne´rer le maillage avec t = 0.35
mm et Rint = 144 mm; (b) Parame`tres du maillage avec nθ le nombre de mailles sur le quart de la
circonfe´rence et nr le nombre d’e´le´ments sur la ligne de´finie sur la figure. Le nombre d’e´le´ments dans
l’e´paisseur est fixe´ a` 2.
La quantite´ d’inte´reˆt observe´e pour la convergence de la solution est le de´placement vertical au
centre de la structure q pour une hauteur de fluide de h = 250 mm. Nous notons qref la solution
de´finie pour un nombre de mailles arbitraire e´leve´. Ensuite, plusieurs simulations ont e´te´ effectue´es
pour tracer q en fonction du nombre de degre´s de liberte´. En Tab. 5.4 nous donnons le nombre de
mailles, le nombre de degre´s de liberte´ et la valeur de q en fonction d’un jeu de parame`tres (nθ, nr)
donne´.
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(nθ,nr) (2, 2) (5, 5) (10, 10) (20, 20) (50, 50)
nelem 40 250 1000 4000 25000
ndof 771 4380 16995 66965 264009
q en [mm] −3.12 −3.74 −3.84 −3.86 qref = −3.87
Table 5.4 – Nombre d’e´le´ments nelem, nombre de degre´ de liberte´ ndof et quantite´ d’inte´reˆt q (de´pla-
cement vertical du centre de la plaque a` h = 150 mm en fonction de diffe´rents jeux de parame`tres du
maillage).
Nous trac¸ons en Fig. 5.12, l’e´volution de la quantite´ d’inte´reˆt norme´e par la solution de re´fe´rence
q/qref en fonction du nombre de degre´s de liberte´ sur une e´chelle log-log. Ainsi, pour un jeu de pa-
rame`tres du maillage (nθ = 10, nr = 10), l’erreur est infe´rieure a` 1 % d’erreur par rapport a` notre
re´fe´rence. C’est ce maillage que nous se´lectionnons pour la suite de cet exemple.
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0.85
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0.95
1
Figure 5.12 – E´volution de la quantite´ d’inte´reˆt q pour hauteur de fluide h = 250 mm en fonction du
nombre de degre´s de liberte´.
Pour le maillage conside´re´, nous trac¸ons l’e´volution de de´placement vertical qz norme´ par l’e´paisseur
de la structure t en fonction de la hauteur de fluide (voir Fig. 5.13). La solution est non-line´aire dans
la mesure ou` le de´placement est d’un ordre de grandeur 10 fois supe´rieur a` l’e´paisseur.
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Figure 5.13 – (a) E´volution du de´placement vertical norme´e par l’e´paisseur t = 0.35 mm au centre de
la plaque, en fonction de la hauteur de fluide ; (b) E´volution du re´sidu d’e´quilibre de l’algorithme de
Newton-Raphson en fonction du nombre d’ite´rations pour trois hauteurs de fluide h = 1 mm, h = 50
mm et h = 150 mm.
5.5.1.2 E´tape 2 : Calcul des vibrations de la structure pre´contrainte in vacuo
Nous nous inte´ressons ici au calcul des fre´quences propres et des modes propres de la structure
pre´contrainte in vacuo. A cette e´tape, nous avons de´ja` a` notre disposition les matrices tangentes pour
chaque e´tat d’e´quilibre associe´ a` une hauteur de fluide. Le seul calcul supple´mentaire a` effectuer est
la construction de la matrice de masse M. Les six premie`res de´forme´es modales de la structure sans
pre´contrainte sont donne´es en Fig. 5.14. Ces formes peuvent eˆtre caracte´rise´es par deux nombres (n,m)
qui sont respectivement le nombre de longueurs d’ondes circonfe´rentielles et radiales de la structure.
Des symboles associe´s a` ces de´forme´es modales y sont repre´sente´s. Notons que la syme´trie cylindrique
de la structure implique l’apparition de modes par paire.
Figure 5.14 – Caracte´risation des de´forme´es modales par le nombre de longueurs d’ondes radiales et
circonfe´rentielles (n,m).
Les de´forme´es modales obtenues autour d’un e´tat pre´contraint sont donne´es en Fig. 5.15 et
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montrent que les modes peuvent eˆtre aussi caracte´rise´s par les nombres (n,m).
Figure 5.15 – De´forme´es modales de la structure autour de l’e´tat pre´contrainte pour h = 250 mm
En Fig. 5.16, nous trac¸ons l’e´volution des fre´quences propres associe´es aux de´forme´es modales
(n,m) en fonction de la hauteur de fluide. Les valeurs des fre´quences des six premiers modes sont don-
ne´es en Tab. 5.5. Nous pouvons observer que pour tous les modes, les fre´quences qui y sont associe´es
augmentent en fonction de la hauteur de fluide.
Mode (n,m) (h) 0 mm 20 mm 50 mm 100 mm 150 mm
1 (0, 1) 17.5 Hz 128.0 Hz 209.8 Hz 227.7 Hz 263.2 Hz
2,3 (1, 1) 36.6 Hz 144.9 Hz 235.5 Hz 255.5 Hz 295.1 Hz
4,5 (2, 1) 60.2 Hz 180.6 Hz 292.3 Hz 317.0 Hz 366.1 Hz
6 (0, 2) 68.5 Hz 201.7 Hz 324.2 Hz 351.6 Hz 406.0 Hz
Table 5.5 – E´volution des six premie`res fre´quences propres hydroe´lastiques avec pre´contrainte en
fonction de la hauteur de fluide.
Ces re´sultats nous montrent que pour cet exemple, la pre´contrainte a tendance a` augmenter la
raideur globale de la structure.
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Figure 5.16 – E´volution des fre´quences de re´sonance en fonction de la hauteur de fluide avec Ktan =
Kmat +Kgeo −Kfol
5.5.1.3 E´tape 3 : Vibrations hydroe´lastiques sans pre´contrainte
L’objectif de cette e´tape est de calculer les vibrations hydroe´lastiques du syste`me couple´ fluide-
structure, sans l’effet de la pre´contrainte (le de´placement issu du calcul n’est pas pris en compte u = 0).
La matrice de raideur Klin sera donc utilise´e pour cet exemple. La Fig. 5.17 illustre le proble`me que
nous souhaitons traiter.
Figure 5.17 – (a) Ge´ome´trie du fluide et de la structure en configuration de re´fe´rence ; (b) Vibrations
hydroe´lastiques sans pre´contrainte.
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Le domaine fluide et le domaine solide sont tous les deux discre´tise´s avec des e´le´ments finis he´xa-
e´driques (voir Fig. 5.18). Le maillage est co¨ıncident a` l’interface fluide-structure.
Figure 5.18 – (a) Parame`tres de la ge´ome´trie du fluide et de la structure avec l’e´paisseur t = 0.35
mm, le rayon interne Rint = 0.144 mm et la hauteur de fluide h ; (b) Parame`tres du maillage de´finis
par nθ, nr et nh correspondant aux nombres d’e´le´ments des lignes qui y sont associe´es.
Dans la suite nθ = 10, nr = 10 et nh = 10. Nous trac¸ons l’e´volution des fre´quences propres en
fonction de la hauteur de fluide en Figure 5.19. Les valeurs nume´riques associe´es aux six premie`res
fre´quences propres hydroe´lastiques sont donne´es Tab. 5.6.
Mode (n,m) (h) 0 mm 20 mm 50 mm 100 mm 150 mm
1 (0, 1) 17.5 Hz 4.65 Hz 3.18 Hz 2.46 Hz 2.09 Hz
2,3 (1, 1) 36.6 Hz 9.96 Hz 7.32 Hz 6.36 Hz 6.11 Hz
4,5 (2, 1) 60.2 Hz 16.9 Hz 13.3 Hz 12.4 Hz 12.3 Hz
6 (0, 2) 68.5 Hz 19.4 Hz 15.3 Hz 13.98 Hz 13.6 Hz
Table 5.6 – E´volution des six premie`res fre´quences propres hydroe´lastiques en fonction de la hauteur
de fluide.
L’effet de masse ajoute´e est mis en e´vidence par la de´croissance de toutes les fre´quences de re´sonance
lorsque la hauteur de fluide augmente. De fac¸on qualitative, cette de´croissance est particulie`rement
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Figure 5.19 – E´volution des six premie`res fre´quences propres hydroe´lastiques en fonction de la hauteur
de fluide sans pre´contrainte.
importante pour une hauteur de fluide proche de l’intervalle h = [0, 20] mm. Notons que pour la
plupart des modes, la fre´quence converge vers une valeur qui ne varie plus en fonction de la hauteur de
fluide. Cela peut s’expliquer car l’effet de masse ajoute´e est duˆ a` l’e´nergie cine´tique du fluide de´place´.
Si nous visualisons le champ de pression des modes hydroe´lastiques pour diffe´rentes hauteurs de fluide,
nous constatons que la variation de pression reste localise´e proche de l’interface fluide-structure (voire
Figs. 5.35 et 5.20). Ce qui signifie que pour une certaine hauteur de fluide, la quantite´ de fluide de´place´
ne varie plus.
• L’e´volution des fre´quences de re´sonance de cette e´tape n’est pas en accord avec l’expe´rience de
Chiba. Ce point est approfondi a` l’e´tape 4.
• Le temps de calcul ne´cessaire pour un calcul des premiers modes hydroe´lastiques par projection
sur modes de structure in vacuo est de 20 secondes (en conside´rant 30 modes avec paralle´li-
sation sur 10 coeurs). Pour 35 hauteurs de fluide, le temps de calcul est de 11 minutes. Sans
paralle´lisation, ce temps de calcul est 10 fois plus long soit un ordre de grandeur de ∼ 2 heures.
Le meˆme calcul effectue´ sur le proble`me prenant en compte la construction comple`te de Ma
ne´cessite 3h pour une hauteur de fluide. Soit un temps de calcul total qui peut-eˆtre estime´ a` 3
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Figure 5.20 – Visualisation du champ de pression du premier mode hydroe´lastique pour diffe´rentes
hauteurs de fluide (p = 0 en bleu et p = 1 en rouge).
Figure 5.21 – Visualisation du champ de pression du second mode hydroe´lastique pour diffe´rentes
hauteurs de fluide (p = −1 en bleu et p = 1 en rouge).
jours.
• E´tant donne´ que la partie e´lastique de la structure est comple`tement immerge´e, peu de modes
de structures sont ne´cessaire pour reconstruire les premiers modes hydroe´lastiques.
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5.5.1.4 E´tape 4 : Vibrations hydroe´lastiques avec pre´contrainte
Cette e´tape prend en compte a` la fois l’effet de la pre´contrainte et l’effet de masse ajoute´e. Pour
chaque hauteur de fluide, nous calculons les fre´quences propres et les valeurs propres du proble`me Eq.
(5.33). Nous trac¸ons l’e´volution des fre´quences propres en fonction de la hauteur de fluide en Fig. 5.22.
Les valeurs des fre´quences propres associe´es aux six premiers modes sont donne´es en Tab. 5.7.
Figure 5.22 – E´volution des fre´quences propres en fonction de la hauteur de fluide avec Ktan =
Km +Kg −Kf.
Mode (n,m) (h) 0 mm 20 mm 50 mm 100 mm 150 mm
1 (0, 1) 17.5 Hz 21.8 Hz 19.0 Hz 18.6 Hz 17.8 Hz
2,3 (1, 1) 36.6 Hz 25.4 Hz 24.5 Hz 25.2 Hz 27.5 Hz
4,5 (2, 1) 60.2 Hz 32.5 Hz 35.1 Hz 37.2 Hz 42.4 Hz
6 (0, 2) 68.5 Hz 36.4 Hz 39.4 Hz 41.7 Hz 46.8 Hz
Table 5.7 – Valeurs des six premie`res fre´quences propres hydroe´lastiques avec pre´contrainte en fonc-
tion pour diffe´rentes hauteurs de fluide.
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A l’exception de la premie`re fre´quence propre, nous observons une premie`re zone de de´croissance
des fre´quences de re´sonance, suivie d’un accroissement de celles-ci. La de´croissance des fre´quences est
bien entendu lie´e a` l’effet de masse ajoute´e. La croissance des fre´quences est quant a` elle lie´e a` la
pre´contrainte de la structure charge´e par le fluide. En Fig. 5.23, nous comparons l’e´volution des modes
(0, 1), (1, 1) et (2, 1) a` ceux de l’expe´rience de Chiba.
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Figure 5.23 – E´volution des trois premie`res fre´quences propres hydroe´lastiques avec pre´contrainte
obtenues via notre approche compare´es aux re´sultats expe´rimentaux de Chiba.
Observations et interpre´tations :
• Le comportement dynamique calcule´ via la me´thode des EF est en accord avec l’expe´rience de
Chiba ;
• Nous ne prenons en compte ni l’effet de la source d’excitation ni les e´ventuelles sources de dis-
persions provenant de conditions aux limites ou des parame`tres mate´riaux. Ceci peut permettre
d’expliquer les e´carts observe´s entre nos simulations et les re´sultats expe´rimentaux.
• Pour des hauteurs de fluide tre`s faibles (comme par exemple h = 1 mm), l’influence des tensions
superficielles pourrait ne pas eˆtre ne´gligeable, mais cet effet est hors du cadre des hypothe`ses
que nous nous sommes fixe´es. De plus, nous ne prenons pas en compte l’effet des forces vo-
lumiques au sein du solide (efforts qui pourraient e´ventuellement avoir un effet pour de tre`s
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petites hauteurs de fluide).
Nous visualisons en Figs. 5.24 et 5.26 la partie du champ de pression des modes hydroe´lastiques 1
et 2. Nous pouvons constater que pour le mode 2, les variations du champ de pression restent localise´es
aux alentours de l’interface fluide-structure. Alors que pour le mode 1, le zone de variation du gradient
de pression continue de s’agrandir.
Figure 5.24 – Fluctuation de pression du premier mode hydroe´lastique pour diffe´rentes hauteurs de
fluide.
Figure 5.25 – Fluctuation de pression du deuxie`me mode hydroe´lastique pour diffe´rentes hauteurs de
fluide.
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5.5.2 Temps de calcul
Nous rappelons les temps de calcul et les donne´es qui influent sur ce parame`tre (nombre d’e´le´ments
et de degre´s de liberte´) en Tab. 5.8.
Nombre d’e´le´ments volumiques (structure) 1000
Nombre d’e´le´ments volumiques (fluide) 5000
Nombre de degre´s de liberte´ (structure) 16995
Nombre de degre´s de liberte´ (fluide) 23702
Nombre d’incre´ments de chargement hydrostatique 35
Temps de calcul NL par incre´ments 3 sec
Temps de calcul total NL 140 sec
Nombre de calculs hydroe´lastiques 35
Nombre de modes in vacuo par calculs 30
Temps de calcul par hauteur de fluide (en se´rie) 11 minutes
Temps de calcul par hauteur de fluide (en paralle`le 10 cœurs) 20 secondes
Temps de calcul avec Ma ∼ 3h
Temps de calcul total (en se´rie) 2 h
Temps de calcul total(en paralle`le 10 cœurs) 20 secondes
Temps de calcul total estime´ avec Ma ∼ 3 jours
Table 5.8 – Temps de calcul associe´s au proble`me hydroe´lastique avec pre´contrainte
Nous constatons que toutes les me´thodes de´veloppe´es au cours des chapitres pre´ce´dents nous per-
mettent de traiter ce proble`me parame´tre´ par hauteur de fluide en quelques minutes. Premie`rement,
le temps de calcul du proble`me non-line´aire reste raisonnable pour une e´tude a` 1 parame`tre. Ensuite,
la diffe´rence de temps de calcul entre l’approche par projection sur base re´duite et la construction du
mode`le complet est particulie`rement parlante. L’approche par projection sur base se`che (avec paralle´-
lisation du calcul des re´ponses fluides) est 400 fois plus rapide que le mode`le complet (ne´cessitant la
construction de Ma).
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5.5.3 Re´ponse en fre´quence
Nous avons effectue´ une re´ponse en fre´quence du syste`me couple´ pour 3 valeurs de hauteur de
fluide avec le syste`me complet. Cela consiste a` re´soudre, sur une plage de fre´quence donne´e, le syste`me
matriciel :
[Ktan − ω2(M+Ma)]Ud = F (5.38)
Le comportement dynamique est en accord avec le calcul des modes et les fre´quences propres calcule´s.
En effet, le pic associe´ au premier mode a tendance a` se de´placer vers les basses fre´quences lorsque la
hauteur de fluide augmente. Le pic associe´ au deuxie`me mode se de´place dans un premier temps vers
les basses fre´quences, puis remonte.
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Figure 5.26 – Re´ponse en fre´quence du syste`me couple´ a` diffe´rentes hauteurs de fluide.
5.6 Re´servoir ellipso¨ıdal avec pre´contrainte
Cette section a pour but de calculer les fre´quences hydroe´lastiques avec pre´contrainte d’un re´servoir
a` fond ellipso¨ıdal. On retrouve ge´ne´ralement ce type de ge´ome´trie a` l’extre´mite´ des re´servoirs de
lanceurs.
5.6.1 Ge´ome´trie et maillage de la structure
La ge´ome´trie et les parame`tres du maillage he´xae´drique de la structure e´lastique de forme ellipso¨ı-
dale sont propose´es en Fig. 5.27. Les parame`tres mate´riaux sont le module de Young E = 6.9× 109 Pa,
le module de Poisson ν = 0.38 et la masse volumique ρs = 1.4× 103 kg.m−3. La structure est soumise
a` un champ de pression suiveur hydrostatique parame´tre´ par une hauteur h.
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Figure 5.27 – (b) Profil de l’ellipse ge´ne´ratrice de la structure avec t = 0.35 mm, Ri = 0.144 m et
Zi = 0.25Ri soumis a` un champ de pression hydrostatique d’une hauteur de fluide h. (a) Ge´ome´trie de
la structure pour ge´ne´rer le maillage he´xae´drique avec α = 0.5 ; (b) Parame`tres du maillage avec nθ =
le nombre de mailles sur le quart de la circonfe´rence et nr le nombre d’e´le´ments sur la ligne de´finie sur
la figure. Le nombre d’e´le´ments dans l’e´paisseur est fixe´ a` 2.
Nous supposons que l’e´tat pre´contraint de la structure a de´ja` e´te´ calcule´ au pre´alable pour diffe´-
rentes hauteurs de fluides h ∈ [0, 500] mm, pour un pas dh = 10 mm.
E´tant donne´ la forme et les syme´tries de la structure, nous pouvons caracte´riser les de´forme´es
modales par 2 nombres (m,n), avec n le nombre de longueur d’ondes circonfe´rentielles et m le nombre
de longueurs d’ondes se situant sur la ligne courbe ge´ne´ratrice (voif Fig. 5.28).
Dans la suite, nous nous servirons de ces symboles pour caracte´riser les fre´quences de re´sonance
associe´es aux de´forme´es modales.
5.6.2 Vibrations avec pre´contrainte sans effet de masse ajoute´e
Pour chaque e´tat pre´contraint, nous avons effectue´ un calcul des fre´quences de re´sonance de la
structure in vacuo avec prise en compte de la pre´contrainte. Nous trac¸ons l’e´volution des ces fre´-
quences en fonction de la hauteur de fluide en a` la Fig. 5.29.
Nous observons une croissance de toutes les fre´quences, montrant ainsi une influence de la pre´-
contrainte. La croissance de ces fre´quences est ne´anmoins beaucoup plus faible que celle obtenue sur
l’exemple du cylindre a` fond plat montre´ pre´ce´demment. Nous nous servirons des ces modes calcule´s
pour chaque hauteur de fluide dans le calcul du proble`me hydroe´lastique sur base se`che. Mais avant,
inte´ressons nous au calcul des vibrations sans la pre´contrainte.
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Figure 5.28 – (a) Symboles ; (b) Vue en coupe ; (c) Vue de dessous ; (d) Vue isome´trique
5.6.3 Vibrations sans pre´contrainte avec effet de masse ajoute´e
Nous nous inte´ressons maintenant au calcul des vibrations couple´es hydroe´lastiques sans pre´con-
trainte pour diffe´rentes hauteurs de fluide. La ge´ome´trie et le maillage utilise´ pour les calculs sont
donne´s en Fig. 5.30.
Le nombre de mailles et de degre´s de liberte´ du fluide et de la structure sont re´capitule´s en Tab. 5.9.
Le graphe illustre´ en Fig. 5.31 a e´te´ obtenu apre`s la re´solution de 50 proble`mes hydroe´lastiques.
• Nous observons une de´croissance tre`s importante des fre´quences associe´es a` tous les modes
lorsque h ∈ [0, 100] mm.
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Figure 5.29 – E´vlution des cinq premie`res fre´quences de re´sonance avec pre´contrainte et sans effet de
masse ajoute´e.
Figure 5.30 – (a) Ge´ome´trie de la structure et du fluide e´tudie´ (donne´es ge´ome´triques similaires a` la
Fig. 5.27 ; (b) ge´ome´trie du maillage pour ge´ne´rer le maillage he´xae´drique ; (c) Parame`tres du maillage
du fluide avecc nθ = 10, nb = 5, nh = 10 et nr = 10.
• A l’exception des modes ayant un nombre de longueurs d’onde circonfe´rencielles n = 1, les
fre´quences n’e´voluent plus en fonction de la hauteur de fluide. Cette stagnation s’explique car
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Nombre e´le´ments structure 1000
Nombre e´le´ments fluide 5000
Nombre e´le´ments interface 500
Nombre de degre´s de liberte´ structure 10809
Nombre de degre´s de liberte´ fluide 21581
Nombre de modes de structure se´lectionne´s 30
Table 5.9 – Nombre d’e´le´ments et de de´gre´s liberte´ pour le fluide et la structure.
0 0.2 0.4
0
20
40
60
80
100
120
140
Figure 5.31 – E´volution des cinq premie`res fre´quences de re´sonance avec effet de masse ajoute´e et
sans pre´contrainte.
la quantite´ de fluide de´place´ reste localise´e a` l’interface fluide-structure. Elle ne de´pend donc
plus de la hauteur de fluide a` partir d’une certaine hauteur (voir Fig. 5.33). Les modes pour
lesquelles n = 1 ont une influence plus globale sur la quantite´ de fluide de´place´ (voir Figs. 5.32
et 5.34).
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Figure 5.32 – Mode 1
Figure 5.33 – Mode 2, 3
Figure 5.34 – Mode 4
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5.6.4 Vibrations hydroe´lastiques avec pre´contrainte
La dernie`re analyse consiste a` calculer les fre´quences du proble`me hydroe´lastique avec la prise en
compte de la pre´contrainte. Pour chaque e´tat pre´contraint calcule´ pre´ce´demment, nous avons ge´ne´rer
un maillage fluide co¨ıncidant avec la configuration courante de la structure. Ensuite, nous avons
effectue´ 50 calculs hydroe´lastiques par projection sur la base des modes de la structure pre´contrainte.
Pour chaque incre´ment de hauteur de fluide, 30 modes in vacuo de la structure pre´contrainte ont
e´te´ calcule´s au pre´alable. Nous trac¸ons ci-dessous une comparaison des fre´quences de re´sonance du
proble`me hydroe´lastique sans et avec pre´contrainte.
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Figure 5.35 – E´volution des fre´quences de re´sonance avec pre´contrainte (ligne continue bleu) et sans
pre´contrainte (ligne pointille´e rouge). L’effet de masse ajoute´e est prise en compte dans les deux cas.
• Qualitativement, nous observons une de´croissance des fre´quences de re´sonance en fonction de
la hauteur de fluide.
• L’effet de la pre´contrainte s’observe au travers de l’e´cart entre les courbes avec pre´contrainte
et sans pre´contrainte.
• Cet e´cart semble s’accroˆıtre en fonction du nume´ro du mode. En effet, pour le premier mode,
l’e´cart entre les deux courbes reste faible, contrairement aux modes suivants.
• Contrairement a` l’exemple nume´rique pre´ce´dent, cet e´cart reste constant. Le syste`me ne semble
pas suffisamment pre´contraint pour que les fre´quences s’accroissent en fonction de la hauteur
de fluide.
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5.7 Conclusion
Au travers de ce chapitre, nous avons calcule´ les vibrations hydre´lastiques d’un re´servoir pre´con-
traint. Notre me´thodologie est base´e sur une succession de calculs non-line´aires ge´ome´triques quasi-
statiques suivis d’une analyse dynamique line´arise´e par projection sur base de modes in vacuo. Une
validation de notre code et de l’approche a e´te´ faite au travers d’une comparaison de nos re´sultats de si-
mulations par rapport a` une expe´rience issue de la litte´rature. Qualitativement, ces re´sultats montrent
que si la pre´contrainte devient importante, celle-ci doit eˆtre prise en compte via une approche statique
non-line´aire pour pre´dire de fac¸on satisfaisante la dynamique du syste`me couple´.
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Chapitre 6
Conclusions et perspectives
Ce dernier chapitre porte sur la synthe`se des contributions re´alise´es au cours de cette the`se et
sur les perspectives de recherches qui y sont associe´es. Dans un premier temps, nous rappelons la
proble´matique concernant l’influence d’une pre´contrainte sur le comportement dynamique line´arise´
d’un re´servoir partiellement rempli de liquide. Nous revenons ensuite sur la me´thodologie base´e
sur le calcul d’un e´quilibre statique, suivi d’une analyse dynamique couple´e fluide-structure. Nous
rappelons que dans le cadre de nos hypothe`ses, notre approche, base´e sur l’utilisation de la me´thode
des e´le´ments finis, a e´te´ valide´e au fur et a` mesure au travers de nombreux cas nume´riques et de
comparaisons a` des expe´riences de la litte´rature. Finalement, les contributions de chaque chapitre
sont revisite´es dans le cadre de perspectives et de proble`mes ouverts pour de futures recherches.
Les the`mes concerne´s sont l’interaction fluide-structure, les proble`mes non-line´aires et la re´duction
de mode`le.
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6.1 Conclusion ge´ne´rale
6.1.1 Rappels : proble´matique et re´sultats de l’approche propose´e
Au cours de cette the`se, nous nous sommes donne´s comme objectif d’e´tudier le comportement
dynamique de re´servoirs e´lastiques pre´contraints contenant un liquide interne a` surface libre. Si ces
pre´contraintes sont suffisamment importantes, celle-ci peuvent avoir des effets sur les vibrations hy-
droe´lastiques line´arise´es d’un syste`me re´servoir-liquide. Ces effets peuvent se traduire par un de´calage
des fre´quences de re´sonance, duˆ a` la prise en compte de non-line´arite´s ge´ome´triques qui changent la
raideur globale de la structure. Nous nous sommes donc base´s sur la me´thode des e´le´ments finis afin
de re´pondre a` la proble´matique suivante :
Peut-on quantifier, avec un outil nume´rique, l’influence d’une pre´contrainte sur le comportement
dynamique d’une structure e´lastique contenant un liquide interne a` surface libre ?
L’approche que nous avons propose´e pour y re´pondre a e´te´ de´compose´e en deux parties :
Partie 1 : Cette partie a e´te´ consacre´e au calcul de l’e´tat pre´contraint d’un re´servoir soumis a` la
pression d’un liquide interne, en utilisant la MEF. Pour cela, les non-line´arite´s ge´ome´triques ont e´te´
prises en compte pour le calcul de l’e´tat d’e´quilibre de la structure. L’action du fluide sur la structure a
e´te´ mode´lise´e par des forces suiveuses hydrostatiques, car la transformation est suppose´e suffisamment
lente et donc quasi-statique. Ce champ de pression de´pend de la gravite´ et de la position courante
de l’interface fluide-structure, il n’est donc ne´cessaire de mailler le volume du fluide. Deux approches
ont e´te´ de´veloppe´es pour calculer cet e´tat d’e´quilibre. La premie`re, qui a fait l’objet du Chapitre 2,
est base´e sur les me´thodes de re´solution non-line´aires incre´mentales (me´thode de Newton-Raphson ou
approches par continuation). Les points cle´s re´sident dans la construction d’une matrice de raideur
tangente et d’un re´sidu d’e´quilibre, utilise´s dans la re´solution de syste`mes line´aires tangents. L’une
des principales contributions de ce chapitre 2 consiste a` utiliser une me´thode de ligne de niveau pour
prendre en compte l’e´volution quasi-statique de la surface charge´e, au cours de nos simulations. Les
re´sultats obtenus, sur des maillages 3D quadratiques, ont e´te´ compare´s a` ceux de la litte´rature utilisant
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des e´le´ments de type coque ou membrane, validant ainsi nos de´veloppements. re´sultats obtenus ont
fait l’objet d’une confe´rence nationale [28], d’une confe´rence internationale [29] et d’une publication
dans un journal international a` comite´ de lecture [30]. La deuxie`me approche, faisant l’objet du Cha-
pitre 3, est consacre´e au de´veloppement d’une me´thodologie de type PGD a priori. L’hypothe`se se
base sur la construction d’une solution approche´e sous la forme d’une se´rie de produit de fonctions a`
variables se´pare´es. L’originalite´ consiste a` formuler le proble`me avec le formalisme de la PGD, en pre-
nant en compte les non-line´arite´s ge´ome´triques et une pression suiveuse uniforme. Cependant, malgre´
la convergence de cette approche, les re´sultats actuels montrent que pour un parame`tre de pression
unique, l’approche du chapitre 2 reste plus efficace en temps de calcul. Les de´veloppements re´alise´s
ont fait l’objet d’une confe´rence nationale [31].
Figure 6.1 – Re´capitulatif des contributions des chapitres 2 a` 3.
Si la pre´contrainte a une influence significative sur le comportement dynamique line´arise´ re´servoir
partiellement rempli de liquide, nous sommes capable de le calculer. L’approche et les re´sultats
obtenus ont e´te´ valide´s vis-a`-vis des re´sultats de la litte´rature existante. De plus, la convergence
quadratique des algorithmes de re´solution des proble`mes non-line´aires garantit la validite´ de nos
ope´rateurs tangents ge´ome´triques, mate´riaux et de forces suiveuses.
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Partie 2 : La seconde partie du travail a e´te´ consacre´e aux calculs des vibrations hydroe´lastiques d’un
re´servoir avec liquide interne, autour d’e´tats pre´contraints connus. L’objet du Chapitre 4 e´tait le
calcul d’une matrice de masse ajoute´e, prenant en compte l’e´nergie cine´tique du fluide incompressible,
du point de vue de la structure non pre´contrainte. L’utilisation des me´thodes classiques, couˆteuses en
temps de calcul de, rendrait l’approche prohibitive pour plusieurs configurations de remplissage. Afin
de pallier a` ce proble`me, la me´thode de´veloppe´e a consiste´ a` construire une matrice de masse ajoute´e
re´duite, projete´e sur une base de modes de structure in vacuo. Les premie`res fre´quences propres hy-
droe´lastiques d’un syste`me re´servoir-liquide,ont donc e´te´ calcule´es a` moindre couˆt. Nos re´sultats ont
e´te´ valide´s et compare´s a` des expe´riences de la litte´rature existante. Les de´veloppements de ces travaux
ont fait l’objet d’une confe´rence internationale [32]. C’est au Chapitre 5 que nous avons apporte´ une
re´ponse a` la proble´matique de de´part. A partir des re´sultats du Chapitre 2 et de la formulation propo-
se´e au Chapitre 4, nous avons e´te´ en mesure de calculer les vibrations hydroe´lastiques d’un re´servoir
pre´contraint pour diffe´rents niveaux de liquide. Nos re´sultats, issus de simulations nume´riques, sont en
tre`s bons accords avec ceux observe´s expe´rimentalement et issus de la litte´rature. Ces de´veloppements
ont fait l’objet d’une confe´rence internationale [33].
Figure 6.2 – Re´capitulatif des contributions des chapitres 4 a` 5.
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A partir d’un e´tat pre´contraint connu, nous avons formule´ et valide´ notre de´marche de calcul
des vibrations hydroe´lastiques line´arise´es. Nous sommes donc en mesure d’estimer, par la simula-
tion nume´rique, l’influence d’une pre´contrainte sur le comportement dynamique d’une structure
pre´contrainte couple´e a` un liquide interne a` surface libre.
6.2 Perspectives : statique non-line´aire
6.2.1 Perspectives : calculs statiques non-line´aires
A partir des de´veloppements propose´s au Chapitre 2, les proble`mes ouverts suivants peuvent eˆtre
adresse´s :
• Calcul de structure libres-libres : Dans l’introduction, nous avons mentionne´ le fait que
ces de´veloppements serviraient aux calculs des vibrations de re´servoirs de lanceurs pressurise´s.
Contrairement a` nos hypothe`ses, ces structures ne sont pas encastre´es lors du de´collage. Une
perspective consisterait a` calculer un e´tat pre´contraint e´quilibre´, avec pre´contrainte, sans en-
castrement. A titre d’exemple, nous pouvons nous re´fe´rer aux calculs d’e´quilibre de structures
flottantes pre´contraintes dans le transport maritime.
• E´quilibre non-line´aire et capillarite´ : La prise en compte de la capillarite´, dans le calcul
de l’e´quilibre statique non-line´aire entre un fluide a` surface libre et un re´servoir e´lastique, est
un proble`me ouvert. En effet, un logiciel comme Evolver [119] permet de pre´dire la forme de
la surface libre, avec les tensions de surfaces, mais uniquement pour des parois rigides. Nous
pensons que nos de´veloppements de me´thodes de ligne de niveaux sur des surface courbes pour-
raient eˆtre a` l’origine d’outils nume´riques adapte´s a` ce type de proble´matique.
6.2.2 Perspectives : re´duction de mode`le en statique non-line´aire
Les de´veloppements propose´s sur la me´thode de PGD a priori, aborde´s au Chapitre 3, soule`vent
de nombreux proble`mes qui pourraient faire l’objet d’approfondissements :
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• Parame`tre de hauteur de fluide : Nous avons fait l’hypothe`se que la force suiveuse est issue
d’une pression uniforme au cours de nos de´veloppements. La suite logique consisterait a` de´finir
un parame`tre de chargement par hauteur de fluide. Cependant, la difficulte´ principale d’une
telle formulation repose sur le fait la hauteur de fluide change la topologie de la surface charge´e
courante Σ(h,u). Cette surface, a` frontie`re variable, sert de support d’inte´gration de l’effort
suiveur et de´pend de la solution e´crite sous forme de variable se´pare´e. Un travail de formulation
d’une image re´ciproque de la surface courante par rapport a` une surface de re´fe´rence fixe, serait
a` envisager.
• Proble`mes instables et continuation : La formulation propose´e dans ce manuscrit montre
que les sous-proble`mes en parame`tres de pression sont des e´quations instables (meˆme si le
proble`me a` re´soudre est stable). Un algorithme de continuation permettant de re´soudre des
sous-proble`mes parame´triques instables de type ”snap-through” et ”snap-back” (peu couˆteux)
a donc e´te´ propose´ et de´veloppe´. L’ide´e serait d’utiliser ces formulations pour re´soudre des
proble`mes re´ellement instables via l’approche re´duite PGD a priori avec non-line´arite´s ge´ome´-
triques et forces suiveuses.
• Parame`tres ge´ome´triques et mate´riaux : Les travaux re´cents de Niroomandi [76] montrent
que la PGD a priori s’applique dans le cas de lois de comportement hypere´lastiques quasi-
incompressibles. Ces lois sont adapte´es aux grandes de´formations (caoutchouc ou tissus orga-
niques). L’ide´e principale consiste a` utiliser un de´veloppement en se´rie de Taylor de ces lois
de comportement non-line´aires. Les travaux de Ammar [79] et d’Amaury [81] proposent des
approches prenant en compte des parame`tres ge´ome´triques dans ce type de formulations. L’ide´e
serait d’y inte´grer les non-line´arite´s de forces suiveuses pour ge´ne´rer des bases re´duites de struc-
ture prenant en compte un grand nombre de parame`tres. Les domaines d’applications concerne´s
seraient bien entendu aussi divers que la bio-me´canique ou encore l’optimisation de pre´henseurs
souples pressurise´s.
• Machin learning : Le contexte actuel associe´ a` l’e´mergence de l’intelligence artificielle soule`ve
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des questions sur la ge´ne´ration de donne´es massives. Les approches par re´duction de mode`le
sont des outils qui semblent s’inscrire dans ce contexte liant le domaine de la me´canique a`
l’apprentissage.
6.3 Perspectives : vibrations couple´es fluide-structure
6.3.1 Perspectives : vibrations hydroe´lastiques sans pre´contrainte
Le Chapitre 4 a aborde´ le calcul de vibrations hydroe´lastiques via la construction d’une matrice
de masse ajoute´e re´duite sur base de modes de structure in vacuo. Les perspectives associe´es sont
de´crites ci-dessous :
• Se´lection a priori des vecteurs de la base re´duite in vacuo : Nous avons montre´ que la
projection sur N modes de la structure in vacuo permet de re´duire conside´rablement le temps
de calcul de la masse ajoute´e. Cette approche est limite´e a` la ge´ne´ration des K premiers modes
hydroe´lastiques sur une plage de fre´quence d’inte´reˆt. Nous avons montre´ que parmi les N modes
in vacuo, un nombre re´duit d’entre eux participent de fac¸on significative a` la construction des
K modes vise´s. Un indicateur a priori des modes contribuant le plus permettrait de re´duire le
nombre de calculs ne´cessaires sur la plage de fre´quence d’inte´reˆt.
• Vers des maillage fluide-structure incompatibles : Dans le but de faciliter la construction
de nos ope´rateurs, nos maillages du fluide et de la structure sont co¨ıncidents. Cette contrainte
complexifie et ralentit la mise en donne´es nume´riques lors de la ge´ne´ration du maillage. Bien
entendu, le de´veloppement de me´thodes avec maillages incompatibles faciliterait l’utilisation
de nos approches. La projection sur base de modes in vacuo est particulie`rement adapte´e a`
ce type d’approche dans la mesure ou` les proble`mes, bien que couple´s, sont traite´s de fac¸on
inde´pendante. En effet, d’une part, le fluide est soumis a` un de´placement impose´ des modes de
structure in vacuo, calcule´s au pre´alable. De plus, la structure est soumise a` une combinaison
de champs de pression induits qui sont connus avant projection. Une gestion non-intrusive de
l’information a` l’interface des maillages incompatibles est donc envisageable dans le futur.
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6.3.2 Perspectives : hydroe´lasticite´ et non-line´arite´s
Le Chapitre 5 rassemble les pie`ces du puzzle : il prend en compte la pre´contrainte calcule´e aux
Chapitres 2 ou 3 et la matrice de masse ajoute´e du Chapitre 4. Mis bout a` bout, nous sommes en
mesure d’estimer l’influence de la pre´contrainte sur les vibrations hydroe´lastiques. Les perspectives a`
envisager sont les suivantes :
• Dimensionnement de sources d’amortissement adapte´es : L’estimation des fre´quences
hydroe´lastiques n’est qu’une e´tape dans la phase de conception. L’un des enjeux majeurs
consiste a` concevoir des solutions techniques d’amortissement. Des syste`mes d’amortissement
peuvent eˆtre re´alise´s graˆce a` l’utilisation de couches viscoe´lastiques pre´contraintes ou a` partir
de syste`mes passif ou actifs pie´zo-structure-fluide.
• Construction de bases re´duites hydroe´lastiques parame´tre´es : Les fre´quences et les
modes de re´sonance de´pendent de la quantite´ de fluide a` l’inte´rieur du re´servoir. Ce re´servoir
s’inte`gre dans des syste`mes complexe de´pendant de nombreux parame`tres. L’ide´e serait de pro-
poser un mode`le re´duit de modes hydroe´lastiques qui de´pendent de parame`tres de conception.
• E´changes d’e´nergies BF-MF-HF 1 : Au cours de cette the`se, nous nous sommes limite´s a`
la prise en compte de deux phe´nome`nes sur le comportement dynamique : la pre´contrainte et
l’effet de masse ajoute´e. La suite consisterait a` incorporer des phe´nome`nes supple´mentaires tels
que la gravite´, la compressibilite´ et la capillarite´. La prise en compte de ces phe´nome`nes nous
permettrait de mieux comprendre les e´changes d’e´nergies entre la surface libre, la structure et
le liquide interne sur des plages de fre´quences BF, MF et HF [120, 121].
1. BF : Basse Fre´quence, MF, Moyenne Fre´quence et HF : Haute Fre´quence
228
Bibliographie
[1] H. N. Abramson and al. The Dynamic Behavior of Liquids in Moving Containers. NASA Report
SP-106, 1966.
[2] C. Farhat, K. Edmond, D. Amsallem, J.-S. Schotte´, and R. Ohayon. Modeling of fuel sloshing
and its physical effects on flutter. AIAA Journal, 51(9) :2252–2265, 2013.
[3] B. Robu, L. Baudouin, and C. Prieur. Active vibration control of a fluid/plate system using a
pole placement controller. International Journal of Control, 85 :684–694, 2012.
[4] D. J. Sances, S. N. Gangadharan, J. E. Sudermann, and B. Marsell. Cfd fuel slosh modeling of
fluid-structure interaction in spacecraft propellant tanks with diaphragms. AIAA, 2010.
[5] M. Lazzarin, M. Biolo, A. Bettella, M. Manente, R. Da Forno, and D. Pavarin. Euclid satellite :
Sloshing model development through computational fluid dynamics. Aerospace Science and
Technology, 36 :44–54, 2014.
[6] B. Lenahen, A. Bernier, S. Gangadharan, J. Sudermann, and B. Marsell. A computational inves-
tigation for determining the natural frequencies and damping effects of diaphragm-implemented
spacecraft propellant tanks. AIAA, 2012.
[7] H. Morand and R. Ohayon. Internal pressure effects on the vibration of partially filled elastic
tanks. In (Congres Mondial sur l’Application des Methodes d’Elements Finis a la Mecanique des
Structures, Bournemouth, Hants., England, Oct. 12-17, 1975.) ONERA, TP, number 1975-66,
1975.
[8] W. Rumold. Modeling and simulation of vehicles carrying liquid cargo. Multibody System
Dynamics, 5 :351–374, 2001.
[9] T. Acarman and U¨mit O¨zgu¨ner. Rollover prevention for heavy trucks using frequency shaped
sliding mode control. Vehicle System Dynamics, 44 :737–762, 2006.
229
BIBLIOGRAPHIE
[10] A. Kolaei, S. Rakheja, and M. J. Richar. Effects of tank cross-section on dynamic fluid slosh
loads and roll stability of a partly-filled tank truck. European Journal of Mechanics - B/Fluids,
46 :46–58, 2014.
[11] S. J. Lee, M. H. Kim, D. H. Lee, J. W. Kim, and Y. H. Kim. The effects of lng-tank sloshing on
the global motions of lng carriers. Ocean Engineering, 34 :10–20, 2007.
[12] S. Malenica and S. H. Kwon. An overview of the hydro-structure interactions during sloshing
impacts in the tanks of lng carriers. Teorija i praksa brodogradnje i pomorske tehnike, 64 :22–30,
2013.
[13] Q. Peng, H. Wu, D. W. Wang, Y. J. He, and H. Chen. Numerical simulation of aircraft crash
on large-scale lng storage tank. Engineering Failure Analysis, 96 :60–79, 2019.
[14] A. Kumar, S. U. Islam, T. Sabu, R. A. Vasudeo, V. K. Abitha, K. Krishnan, and D. Aastha.
Hydraulic Rubber Dam. William Andrew, 2018.
[15] J.-C. Hsieh and R. H. Plaut. Free vibrations of inflatable dams. Acta Mechanica, 85 :207–220,
1990.
[16] C. M. Dakshina Moorthy, J. N. Reddy, and R. H. Plaut. Three-dimensional vibrations of infla-
table dams. Thin-Walled Structures, 21 :291–306, 1995.
[17] S. Roccabianca and T. R. Bush. Understanding the mechanics of the bladder through experi-
ments and theoretical models : Where we started and where we are heading. World Scientific
Publishing Co. Imperial College Press, 4 :30–41, 2016.
[18] S. G. Smith, B. E. Griffith, and D. A. Zaharoff. Analyzing the effects of instillation volume
on intravesical delivery using biphasic solute transport in a deformable geometry. Mathematical
Medicine and Biology : A Journal of the IMA, 2018.
[19] N. Hermant, F. Chouly, F. Silva, and P. Luizard. Numerical study of the vibrations of an elastic
container filled with an inviscid fluid. ZAMM - Journal of Applied Mathematics and Mechanics
/ Zeitschrift fu¨r Angewandte Mathematik und Mechanik, 98 :602–621, 2018.
[20] L. Coquart, C. Depeursinge, A. Curnier, and R. Ohayon. A fluid-structure interaction problem
in biomechanics : Prestressed vibrations of the eye by the finite element method. Journal of
Biomechanics, 25 :1105–1118, 1992.
230
BIBLIOGRAPHIE
[21] Michael P Pa¨ıdoussis, Stuart J Price, and Emmanuel De Langre. Fluid-structure interactions :
cross-flow-induced instabilities. Cambridge University Press, 2010.
[22] J.-S. Schotte´. Influence de la gravite´ sur les vibrations line´aires d’une structure e´lastique conte-
nant un liquide incompressible. PhD thesis, Office National d’E´tudes et de Recherches Ae´rospa-
tiales, 2010.
[23] F. T. Dodge et al. The new” dynamic behavior of liquids in moving containers”. Southwest
Research Inst. San Antonio, TX, 2000.
[24] C. Hoareau. Dynamique de structures e´lastiques en grands de´placements contenant des liquides
avec surfaces libres. me´moire de master recherche (ms)2sc : Mode´lisation et simulation en me´-
canique des structures et syste`mes couple´s, E´cole normale supe´rieure, cachan, 1er juillet 2016,
2016.
[25] J.-M. Genevaux, J.-P. Brancher, and X.-J. Chai. Gravity effects on the coupled frequencies of a
2d fluid–structure problem with a free surface. Journal of sound and vibration, 215(2) :331–342,
1998.
[26] L. Rouleau and J.-F. Deu¨. Modelling of nonlinear prestrain effects on the dynamic properties
of viscoelastic materials. In Proceedings of the 28th International Conference on Noise and
Vibration Engineering, ISMA 2018, in conjunction with the 7th International Conference on
Uncertainty in Structural Dynamics, Leuven, Belgium, 2018.
[27] J.-F. Deu¨, A. C. Galucio, and R. Ohayon. Dynamic responses of flexible-link mechanisms with
passive/active damping treatment. Computers and Structures, 86 :258–265, 2008.
[28] C. Hoareau and J.-F. Deu¨. Mode´lisation e´le´ments finis non-line´aire de re´servoirs e´lastiques
soumis a` une charge suiveuse hydrostatique. In Actes du 13e`me Colloque National en Calcul des
Structures, CSMA 2017, Giens, Var, France, 15-19 mai 2017, 2017.
[29] C. Hoareau and J.-F. Deu¨. Non-linear finite element analysis of an elastic structure loaded by
hydrostatic follower forces. Procedia Engineering, 199 :1302–1307, 2017.
[30] C. Hoareau and J.-F. Deu¨. Nonlinear equilibrium of partially liquid-filled tanks : A finite
element/level-set method to handle hydrostatic follower forces. International Journal of Non-
Linear Mechanics, 113 :112–127, 2019.
231
BIBLIOGRAPHIE
[31] C. Hoareau and J.-F. Deu¨. Formulation d’un proble`me non-line´aire avec forces suiveuses via
une approche e´le´ments finis de type PGD . In Actes du 14e`me Colloque National en Calcul des
Structures, CSMA 2017, Giens, Var, France, 13-17 mai 2019, 2019.
[32] C. Hoareau, J.-F. Deu¨, and R. Ohayon. Prestressed Vibrations of Partially Filled Tanks Contai-
ning a Free-Surface Fluid : Finite Element and Reduced Order Models . In Proceedings of
the 8th conference on voupled problems in science engineerin, ECCOMAS thematic conference,
Bacelona, Spain, 2019.
[33] C. Hoareau, J.-F. Deu¨, and R. Ohayon. A finite element approach for hydroelastic vibrations
of partially filled prestressed elastic tanks. In Proceedings of the 6th European Conference on
Computational Mechanic (Solids, Structures and Coupled Problems), ECCM 6, Glasgow, UK,
2018.
[34] L. Rouleau and J.-F. Deu¨. Modelling of nonlinear prestrain effects on the dynamic properties
of viscoelastic materials. In Proceedings of the 28th International Conference on Noise and
Vibration Engineering, ISMA 2018, in conjunction with the 7th International Conference on
Uncertainty in Structural Dynamics, USD 2018, Leuven, Belgium, September 17-19, 2018., 2018.
[35] L. Rouleau and J.-F. Deu¨. Mode´lisation des proprie´te´s dynamiques de mate´riaux viscoe´lastiques
pre´-contraints . In Actes du 14e`me Colloque National en Calcul des Structures, CSMA 2017,
Giens, Var, France, 13-17 mai 2019, 2019.
[36] M. Chiba. Nonlinear hydroelastic vibration of a cylindrical tank with an elastic bottom, contai-
ning liquid. part i : Experiment. Journal of Fluids and Structures, 6 :181–206, 1992.
[37] H. J.-P. Morand and R. Ohayon. Fluid Structure Interaction. John Wiley & Sons, 1995.
[38] J.-S. Schotte´, S. Carra, M. Amabili, and R. Ohayon. Nonlinear effect of hydrostatic pressure on
the hydroelastic vibrations of a plate. In Proceedings of the Second International Conference on
Dynamics, Vibration and Control, CUSTOM, Beijing, China, 2006.
[39] J. A. Sethian. A fast marching level set method for monotonically advancing fronts. Proceedings
of the National Academy of Sciences, 93 :1591–1595, 1996.
[40] H. D. Hibbitt. Some follower forces and load stiffness. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 14 :937–941, 1979.
232
BIBLIOGRAPHIE
[41] T. Rumpel and K. Schweizerhof. Volume-dependent pressure loading and its influence on the
stability of structures. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 56(2) :211–
238, 2003.
[42] T. Rumpel and K. Schweizerhof. Hydrostatic fluid loading in non-linear finite element analysis.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 59(6) :849–870, 2004.
[43] T. Rumpel and K. Schweizerhof. Efficient finite element modelling and simulation of gas and
fluid supported membrane and shell structures. Textile Composites and Inflatable Structures,
Springer, Dordrecht, 3 :153–172, 2005.
[44] M. Haßler and K. Schweizerhof. On the influence of fluid-structure-interaction on the stability of
thin-walled shell structures. International Journal of Structural Stability and Dynamics, 07 :313–
335, 2007.
[45] M. Haßler and K. Schweizerhof. On the static interaction of fluid and gas loaded multi-chamber
systems in large deformation finite element analysis. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 197(19–20) :1725–1749, 2008.
[46] Y. Zhou, A. Nordmark, and A. Eriksson. Instability of thin circular membranes subjected to
hydro-static loads. International Journal of Non-Linear Mechanics, 76 :144–153, 2015.
[47] A. Patil, A. Nordmark, and A. Eriksson. Wrinkling of cylindrical membranes with non-uniform
thickness. European Journal of Mechanics - A/Solids, 54 :1–10, 2015.
[48] A. Eriksson, A. Nordmark, A. Patil, and Y. Zhou. Parametric stability investigations for hydro-
statically loaded membranes. Computers and Structures, 174 :33–41, 2016.
[49] Y. Zhou, A. Nordmark, and A. Eriksson. Multi-parametric stability investigation for thin sphe-
rical membranes filled with gas and fluid. International Journal of Non-Linear Mechanics,
82 :37–48, 2016.
[50] K.-H. Lee and P.-S. Lee. Nonlinear hydrostatic analysis of flexible floating structures. Applied
Ocean Research, 59 :165–182, 2016.
[51] M. Amabili. Nonlinear Mechanics of Shells and Plates : Composite, Soft and Biological Materials.
Cambridge University Press, New York, USA, 2018.
[52] J. Mandel. Cours de me´canique des milieux continus. Gauthier-Villars, 1966.
233
BIBLIOGRAPHIE
[53] O. C. Zienkiewicz and R. L. Taylor. Non-linear finite element analysis of solids and structures,
volume 2. Butterworth-heinemann, 2000.
[54] K.-J. Bathe. Finite element procedures. Klaus-Jurgen Bathe, 2006.
[55] T. Belytschko, W. K. Liu, B. Moran, and K. Elkhodary. Nonlinear finite elements for continua
and structures. John wiley & sons, 2013.
[56] J. C. Simo and R. L. Taylor. Quasi incompressible finite elasticity in principal stretches. Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, 85 :273–310, 1991.
[57] G. A. Holzapfel. Nonlinear solid mechanics. John Wiley & Sons, 2001.
[58] P. Steinmann, M. Hossain, and G. Possart. Hyperelastic models for rubber-like materials :
consistent tangent operators and suitability for treloar’s data. Archive of Applied Mechanics,
82 :1183–1217, 2012.
[59] N.-H. Kim. Introduction to Nonlinear Finite Element Analysis. Springer, 2015.
[60] R. L. Zienkiewicz, O. C.and Taylor, P. Nithiarasu, and J. Z. Zhu. The finite element method,
volume 3. McGraw-hill London, 1977.
[61] T. Gmu¨r. Me´thode des e´le´ments finis en me´canique des structures. PPUR presses polytechniques,
2000.
[62] J.-S. Schotte´ and R. Ohayon. Incompressible hydroelastic vibrations : finite element modelling
of the elastogravity operator. Computers and Structures, 83(2–3) :209–219, 2005.
[63] M. A. Crisfield. Non-linear finite element analysis of solids and structures, volume 1. John
Wiley & Sons, 1994.
[64] B. Cochelin, N. Damil, and M. Potier-Ferry. Me´thode asymptotique nume´rique. European journal
of computational mechanics/revue europe´enne de me´canique nume´rique, 17(4) :553–554, 2008.
[65] A. Legay. An extended finite element method approach for structural-acoustic problems involving
immersed structures at arbitrary positions. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 93 :376–399, 2013.
[66] A. Zilian and H. Netuzhylov. Hybridized enriched space–time finite element method for analysis
of thin-walled structures immersed in generalized newtonian fluids. Computers and Structures,
88 :1265–1277, 2010.
234
BIBLIOGRAPHIE
[67] E. T. Ooi, S. Rajendran, and J. H. Yeo. A 20-node hexahedron element with enhanced distortion
tolerance. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 60 :2501–2530, 2004.
[68] F. Chinesta, P. Ladeve`ze, and E. Cueto. A short review on model order reduction based on
proper generalized decomposition. Archives of Computational Methods in Engineering, 18 :395,
2011.
[69] F. Chinesta, A. Ammar, and E. Cueto. Recent advances and new challenges in the use of the pro-
per generalized decomposition for solving multidimensional models. Archives of Computational
Methods in Engineering, 17 :327–350, 2010.
[70] C. Heyberger, P.-A. Boucard, and D. Ne´ron. Multiparametric analysis within the proper gene-
ralized decomposition framework. Computational Mechanics, 49 :277–289, 2012.
[71] C. Paillet, D. Ne´ron, and P. Ladeve`ze. A door to model reduction in high-dimensional parameter
space. Comptes Rendus Me´canique, 346 :524–531, 2018.
[72] Pierre Ladeve`ze. Nonlinear computational structural mechanics : new approaches and non-
incremental methods of calculation. Springer Science & Business Media, 2012.
[73] D. Gonzalez, I. Alfaro, C. Quesada, E. Cueto, and F. Chinesta. Computational vademecums
for the real-time simulation of haptic collision between nonlinear solids. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 283 :210–223, 2015.
[74] J.-M. Bergheau, S. Zuchiatti, J.-C. Roux E. Feuvlach, S. Tissot, and G. Perrin. The proper
generalized decomposition as a space-time integrator for elastoplastic problems. Comptes Rendus
Me´canique, 344 :759–768, 2016.
[75] C. Germoso, J. V. Aguado, A. Fraile, E. Alarcon, and F. Chinesta. Efficient pgd-based dynamic
calculation of non-linear soil behavior. Comptes Rendus Me´canique, 344 :24–41, 2016.
[76] S. Niroomandi, D. Gonzalez, I. Alfaro, F. Bordeu, A. Leygue, E. Cueto, and F. Chinesta. Real-
time simulation of biological soft tissues : a pgd approach. International Journal for Numerical
Methods in Biomedical Engineering, 29 :586–600, 2013.
[77] L. Boucinha, A. Gravouil, and A. Ammar. Space-time proper generalized decompositions for
the resolution of transient elastodynamic models. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 255 :67–88, 2013.
235
BIBLIOGRAPHIE
[78] L. Boucinha, A. Ammar, A. Gravouil, and A. Nouy. Ideal minimal residual-based proper ge-
neralized decomposition for non-symmetric multi-field models – application to transient elas-
todynamics in space-time domain. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
273 :56–76, 2014.
[79] A. Ammar, A. Huerta, F. Chinesta, E. Cueto, and A. Leygue. Parametric solutions involving
geometry : A step towards efficient shape optimization. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 268 :178–193, 2014.
[80] S. Zlotnik, P. Diez, D. Modesto, and A. Huerta. Proper generalized decomposition of a geo-
metrically parametrized heat problem with geophysical applications. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 103 :737–758, 2015.
[81] C. Amaury, D. Ne´ron, P. Ladeve`ze, and L. Ballere. Integration of pgd-virtual charts into an
engineering design process. Computational Mechanics, 57 :637–651, 2016.
[82] D. Gonzalez, E. Cueto, and F. Chinesta. Real-time direct integration of reduced solid dynamics
equations. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 99 :633–653, 2014.
[83] D. Ne´ron and P. Ladeve`ze. Proper generalized decomposition for multiscale and multiphysics
problems. Archives of Computational Methods in Engineering, 17 :351–372, 2010.
[84] P. Ladeve`ze, J.-C. Passieux, and D. Ne´ron. The latin multiscale computational method and the
proper generalized decomposition. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
199 :1287–1296, 2010.
[85] P. Ladeve`ze. On reduced models in nonlinear solid mechanics. European Journal of Mechanics
- A/Solids, 60 :227–237, 2016.
[86] S. Niroomandi, D. Gonzalez, I. Alfaro, F. Bordeu, A. Leygue, E. Cueto, and F. Chinesta. Real
time simulation of non-linear solids by pgd techniques. Key Engineering Materials, 504-506 :467–
472, 2012.
[87] S. Niroomandi, I. Alfaro, D. Gonzalez, E. Cueto, and F. Chinesta. Model order reduction
in hyperelasticity : a proper generalized decomposition approach. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 96 :129–149, 2013.
[88] A. Grolet and F. Thouverez. On the use of the proper generalised decomposition for solving
nonlinear vibration problems. InMaterial Forming ESAFORM 2012, Key Engineering Materials,
236
BIBLIOGRAPHIE
pages 913–920. ASME 2012 International Mechanical Engineering Congress and Exposition,
American Society of Mechanical Engineers, 11 2012.
[89] L. Meyrand, E. Sarrouy, B. Cochelin, and G. Ricciardi. Nonlinear normal mode continuation
through a proper generalized decomposition approach with modal enrichment. Journal of Sound
and Vibration, 443 :444–459, 2019.
[90] P. Ladeve`ze and L. Chamoin. On the verification of model reduction methods based on the
proper generalized decomposition. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
200 :2032–2047, 2011.
[91] G. Berkooz, P. Holmes, and J. L. Lumley. The proper orthogonal decomposition in the analysis
of turbulent flows. Annual Review of Fluid Mechanics, 25(1) :539–575, 1993.
[92] E. Liberge, M. Benaouicha, and A. Hamdouni. Proper orthogonal decomposition investigation
in fluid structure interaction. European Journal of Computational Mechanics, 16 :401–418, 2007.
[93] S. Niroomandi, I. Alfaro, E. Cueto, and F. Chinesta. Accounting for large deformations in real-
time simulations of soft tissues based on reduced-order models. Computer Methods and Programs
in Biomedicine, 105 :1–12, 2012.
[94] J. Yvonnet and Q.-C. He. The reduced model multiscale method (r3m) for the non-linear homo-
genization of hyperelastic media at finite strains. Journal of Computational Physics, 223(1) :341–
368, 2007.
[95] S. Banihani, T. Rabczuk, and T. Almomani. Pod for real-time simulation of hyperelastic soft
biological tissue using the point collocation method of finite spheres. Mathematical Problems in
Engineering, 2013, 2013.
[96] R. Ohayon. Reduced models for fluid–structure interaction problems. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 60(1) :139–152, 2004.
[97] O. Andrianarison and R. Ohayon. Compressibility and gravity effects in internal fluid–structure
vibrations : Basic equations and appropriate variational formulations. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 195(17-18) :1958–1972, 2006.
[98] O. Andrianarison and R. Ohayon. Reduced models for modal analysis of fluid–structure systems
taking into account compressibility and gravity effects. Computer methods in applied mechanics
and engineering, 195(41-43) :5656–5672, 2006.
237
BIBLIOGRAPHIE
[99] J.-S. Schotte´ and R. Ohayon. Effect of gravity on a free-free elastic tank partially filled with
incompressible liquid. Journal of Fluids and Structures, 18(2) :2115–226, 2003.
[100] J.-S. Schotte´ and R. Ohayon. Various modelling levels to represent internal liquid behaviour
in the vibration analysis of complex structures. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 198(21) :1913–1925, 2009.
[101] M. El-Kamali, J.-S. Schotte´, and R. Ohayon. Three-dimensional modal analysis of sloshing under
surface tension. International Journal for Numerical Methods in Fluids, 65(1-3) :87–105, 2011.
[102] M. El-Kamali, J.-S. Schotte´, and R. Ohayon. Computation of the equilibrium position of a liquid
with surface tension inside a tank of complex geometry and extension to sloshing dynamic cases.
Computational Mechanics, 46(1) :169–184, 2010.
[103] T. Miras, J.-S. Schotte´, and R. Ohayon. Energy approach for static and linearized dynamic
studies of elastic structures containing incompressible liquids with capillarity : a theoretical
formulation. Computational Mechanics, 50(6) :729–741, 2012.
[104] T. Miras, J.-S. Schotte´, and R. Ohayon. Liquid sloshing damping in an elastic container. Journal
of Applied Mechanics, 79(1) :010902, 2012.
[105] A. Mikchevitch, N. Greffet, and O. Boiteau. Les simulations d’interaction fluide-structure plus
efficaces graˆce aux dernie`res e´volutions en matie`re de hpc, 2017.
[106] M. Chiba, N. Yamaki, and J. Tani. Free vibration of a clamped-free circular cylindrical shell
partially filled with liquid-part iii : Experimental results. Thin-Walled Structures, 3 :1–14, 1985.
[107] L. G. Olson and K.-J. Bathe. Analysis of fluid-structure interactions. a direct symmetric coupled
formulation based on the fluid velocity potential. Computers and Structures, 21 :21–32, 1985.
[108] J.-S. Schotte´. Cours d’interaction fluide-structure, 2016.
[109] J. A. Deruntz and T. L. Geers. Added mass computation by the boundary integral method.
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 12(3) :531–550, 1978.
[110] Y. Ousset and M.N. Sayhi. Added mass computations by integral equation methods. Interna-
tional journal for numerical methods in engineering, 19(9) :1355–1373, 1983.
[111] L. Greengard and V. Rokhlin. A fast algorithm for particle simulations. Journal of computational
physics, 73(2) :325–348, 1987.
238
[112] L. Grasedyck and W. Hackbusch. Construction and arithmetics of h-matrices. Computing,
70(4) :295–334, 2003.
[113] K. Khorshidi. Effect of hydrostatic pressure and depth of fluid on the vibrating rectangular
plates partially in contact with a fluid. Applied Mechanics and Materials, 110-116(9) :927–935,
2012.
[114] A. Rajan and J. Kochupillai. Dynamic analysis of a pressure prestressed in vacuo torus with
follower load stiffness. In Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers, Part C : Journal
of Mechanical Engineering Science, pages 1760–1768, 2015.
[115] G. Watts, S. Pradyumna, and M. K. Singha. Free vibration analysis of non-rectangular plates in
contact with bounded fluid using element free galerkin method. Ocean Engineering, 160 :438–448,
2018.
[116] A. Bermudez, R. Rodriguez, and D. Santamarina. A finite element solution of an added mass
formulation for coupled fluid-solid vibrations. Numerische Mathematik, 87 :201–227, 2000.
[117] M. Chiba. Nonlinear hydroelastic vibration of a cylindrical tank with an elastic bottom, contai-
ning liquid. part ii : Linear axisymmetric vibration analysis. Journal of Fluids and Structures,
7 :57–73, 1993.
[118] K. Khorshidi, F.Akbari, and H. Ghadirian. Experimental and analytical modal studies of vi-
brating rectangular plates in contact with a bounded fluid. Ocean Engineering, 140 :146–154,
2017.
[119] K. A. Brakke. The surface evolver. Experimental mathematics, 1(2) :141–165, 1992.
[120] Q. Akkaoui, E. Capiez-Lernout, C. Soize, and R. Ohayon. Solving generalized eigenvalue pro-
blems for large scale fluid-structure computational models with mid-power computers. Compu-
ters & Structures, 205 :45–54, 2018.
[121] Q. Akkaoui, E. Capiez-Lernout, C. Soize, and R. Ohayon. Revisiting the experiment of a free-
surface resonance of a liquid in a vibration tank using a nonlinear fluid–structure computational
model. Journal of Fluids and Structures, 85 :149–164, 2019.
ANNEXE A
240
Annexe A
Lois de comportement hypere´lastiques
quasi-incompressibles
• De´rivation de potentiels volumiques et isochores
• Mode`les Ne´o-Hooke´en, Mooney-Rivlin et Yeoh
• E´criture en notation de Voigt facilitant la mise en donne´e nume´rique
A.1 Potentiels hypere´lastiques et invariants
Le potentiel hypere´lastique ψ est la somme d’un potentiel isochore et d’un potentiel volumique tel
que :
ψ = ψiso(C1, C2) + ψvol(C3) (A.1)
avec
C1 = C1C
− 13
3 , C2 = C1C
− 23
3 , et C3 = C
1
2
3 (A.2)
et
C1 = tr(C), C2 =
1
2
[︂
tr2(C)− tr(C2)
]︂
et C3 = det(C) (A.3)
A.2 De´rive´e premie`re d’un potentiel hypere´lastique
Dans le cas de grandes de´formations, il est possible d’utiliser des lois de comportement hypere´lat-
siques quasi-incompressibles pour calculer le tenseur des contraintes tel que :
S = 2 ∂ψ
∂C
(A.4)
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A.3. DE´RIVE´E SECONDE D’UN POTENTIEL HYPERE´LASTIQUE
ou` C est le tenseur de Cauchy-Green droit de´finir par C = FTF et ψ est un potentiel d’e´nergie par
unite´ de volume.
∂C1
∂C
= C−
1
3
3
∂C1
∂C
− 13C1C
− 43
3
∂C3
∂C
(A.5)
∂C2
∂C
= C−
2
3
3
∂C2
∂C
− 23C2C
− 53
3
∂C3
∂C
(A.6)
∂C3
∂C
= 12C
− 12
3
∂C3
∂C
(A.7)
∂C1
∂C
= I (A.8)
∂C2
∂C
= C1I−C (A.9)
∂C3
∂C
= C3C−1 (A.10)
A.3 De´rive´e seconde d’un potentiel hypere´lastique
D = 4 ∂ψ
∂C
(A.11)
∂2C1
∂C2 = C
− 13
3
∂2C1
∂C2 −
1
3C
− 43
3
∂C3
∂C ⊗
∂C1
∂C −
1
3C1C
− 43
3
∂2C3
∂C2
+ 49C1C
− 73
3
∂C3
∂C ⊗
∂C3
∂C −
1
3C
− 43
3
∂C1
∂C ⊗
∂C3
∂C (A.12)
∂2C2
∂C2
= C−
2
3
3
∂2C2
∂C2 −
2
3C
− 53
3
∂C3
∂C ⊗
∂C2
∂C −
2
3C2C
− 53
3
∂2C3
∂C2
+ 109 C2C
− 83
3
∂C3
∂C ⊗
∂C3
∂C −
2
3I
− 43
3
∂C2
∂C ⊗
∂C3
∂C (A.13)
∂2C3
∂C2 =
1
2C
− 12
3
∂2C3
∂C2 −
1
4C
− 32
3
∂C3
∂C ⊗
∂C3
∂C (A.14)
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A.4. EXEMPLES DE POTENTIELS RETROUVE´S DANS LA LITTE´RATURE
∂2C1
∂C2
= O (A.15)
∂2C2
∂C2
= I ⊗ I− Isym (A.16)
∂2C3
∂C2
= C3
(︂
C−1 ⊗C−1 −C−1IsymC−1
)︂
(A.17)
avec les notations indicielles suivante :
Isymijkl =
1
2 (δikδjl + δilδjk) (A.18)(︂
C−1IsymC−1
)︂
ijkl
= 12
(︂
C−1ik C
−1
jl + C
−1
il C
−1
jk
)︂
(A.19)
A.4 Exemples de potentiels retrouve´s dans la litte´rature
A.4.1 Potentiels volumiques
Le potentiel volumique est fonction du troisie`mre invariant C3 et des parame`tres mate´riaux lie´s au
module de compressibilite´ note´ k0. Nous faisons le choix de prendre le potentiel volumique suivant :
Ψvol =
k0
2
(︂
C3 − 1
)︂2
(A.20)
Notons que de nombreuses expressions de potentiels volumiques existent dans la litte´rature. Lorsque
nous de´rivons ce potentiel par rapport a` CIII , nous obtenons par de´finition le terme de pression
hydrostatique comme suit :
p ≡ ∂Ψvol
∂C3
= k0
(︂
C3 − 1
)︂
(A.21)
A.4.2 Potentiels isochores
Nous ne de´veloppons que trois potentiels isochores dans la suite : le mode`le Neo-Hookeen, le mode`le
de Mooney-Rivlin et le mode`le de Yeoh. Le mode`le Neo-Hookeen peut eˆtre de´fini par le potentiel
d’e´nergie suivant :
Ψiso = c10
(︂
C1 − 3
)︂
(A.22)
avec c10 = µ/2 et µ le module de cisaillement. Le mode`le de Mooney-Rivlin de´fini par deux constantes :
Ψiso = c10
(︂
C1 − 3
)︂
+ c01
(︂
C2 − 3
)︂
(A.23)
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avec c10 = µ1/2 et c20 = −µ2/2 et µ = µ1−µ2. Enfin, le mode`le de Yeoh est de´fini par trois constantes :
Ψiso = c10
(︂
C1 − 3
)︂
+ c20
(︂
C1 − 3
)︂2
+ c30
(︂
C1 − 3
)︂3
(A.24)
avec c10, c20 et c30 retrouve´ par l’expe´rience.
A.4.3 De´rive´es premie`res des potentiels
Pour le mode`le Neo-Hookeen :
S = 2c10
∂C1
∂C + 2k0
(︂
C3 − 1
)︂ ∂C3
∂C (A.25)
Pour le mode`le de Mooney-Rivlin :
S = 2c10
∂C1
∂C + 2c01
∂C2
∂C + 2k0
(︂
C3 − 1
)︂ ∂C1
∂C (A.26)
Pour le mode`le de Yeoh :
S = 2c10
∂C1
∂C + 4c20
(︂
C1 − 3
)︂ ∂C1
∂C + 6c30
(︂
C1 − 3
)︂2 ∂C1
∂C + 2k0
(︂
C3 − 1
)︂ ∂C3
∂C (A.27)
A.4.4 De´rive´es secondes des potentiels
Commenc¸ons par les termes du mode`le Neo-Hookeen :
D = 4c10
∂2C1
∂C2 + 4k0
(︂
C3 − 1
)︂ ∂2C3
∂C2 + 4k0
∂C3
∂C ⊗
∂C3
∂C (A.28)
puis les termes issus du mode`le de Mooney-Rivlin :
D = 4c10
∂2C1
∂C2
+ 4c01
∂2C2
∂C2
+ 4k0
(︂
C3 − 1
)︂ ∂2C3
∂C2
+ 4k0
∂C3
∂C
⊗ ∂C3
∂C
(A.29)
et enfin ceux du mode`le de Yeoh :
D = 4c10
∂2C1
∂C2 + 8c20
(︂
C1 − 3
)︂ ∂2C1
∂C2 + 8c20
∂C1
∂C ⊗
∂C1
∂C + 12c30
(︂
C1 − 3
)︂2 ∂2C1
∂C2
+ 24c30
(︂
C1 − 3
)︂ ∂C1
∂C ⊗
∂C1
∂C + 4k0
(︂
C3 − 1
)︂ ∂2C3
∂C2 + 4k0
∂C3
∂C ⊗
∂C3
∂C (A.30)
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A.5. FORMES DE VOIGT
A.5 Formes de Voigt
Quelque soit le mode`le. L’imple´mentation nume´rique des ope´rateurs est effectue´ via les notations
de Voigt. Nous rappelons ci-dessous leurs expressions :
C1C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
1
1
0
0
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C2C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C22 + C33
C33 + C11
C11 + C22
−C12
−C23
−C31
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C3C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C22C33 − C23C23
C33C11 − C31C31
C11C22 − C12C12
C23C31 − C33C12
C31C12 − C11C23
C12C23 − C22C31
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.31)
C1CC = O (A.32)
C2CC =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 12 0 0
0 0 0 0 12 0
0 0 0 0 0 12
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.33)
C3CC =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 C33 C22 0 −C23 0
C33 0 C11 0 0 −C31
C22 C11 0 −C12 0 0
0 0 −C12 −C332
C31
2
C23
2
−C23 0 0 C312
−C11
2
C12
2
0 −C31 0 C232
C12
2
−C22
2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.34)
Une dernie`re remarque concerne les tenseurs obtenus par produits tensoriels ”⊗”. Les ope´rateurs
matricielles (6× 6) sont obtenus par multiplication d’un vecteur colonne (6× 1) par un vecteur ligne
(1× 6). Ainsi, prenons par exemple le terme suivant :
∂CI
∂C ⊗
∂CI
∂C (A.35)
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son e´criture matricielle sous forme de notation de voigth devient :
CT1CC1C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A.36)
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Annexe B
Syme´trie de ∆δWΣ
• Preuve de la syme´trie de la forme biline´aire ∆δWΣ
• Utilisation d’ope´rateurs volumiques intrinse`ques
B.1 Preuve 1
Dans cette annexe, nous donnons les e´le´ments de de´monstration de l’ e´quation (2.59) qui prouve
la syme´trie de la forme biline´aire ∆δWΣ (voir Section 2.3). Nous rappelons son expression ci-dessous :
∆δWΣ(∆u, δu) = −
∫︂
Σ
δu · p∆n ds+ ρfg
∫︂
Σ
δu ·∆z n ds (B.1)
Une transformation classique entre l’e´le´ment courant et l’e´le´ment de re´fe´rence nous donne la relation
suivante : ∫︂
Σ
n ds =
∫︂
Σ0
JF−Tn0 dS (B.2)
Nous line´arisons l’expression de J et F−T, respectivement note´s ∆J et ∆F−T tels que :
∆F−T = −gradT∆u · F−T (B.3)
∆J = J div∆u (B.4)
avec ∆u un petit incre´ment de de´placement. L’expression de l’inte´grale de la variation de normale est
donne´es par : ∫︂
Σ
∆n ds =
∫︂
Σ0
(∆JF−Tn0 + J ∆F−Tn0) dS (B.5)
=
∫︂
Σ0
(J div∆u F−Tn0 − J gradT∆u F−Tn0) dS (B.6)
=
∫︂
Σ
(div∆u n− gradT∆u n) ds (B.7)
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Par conse´quente, l’expression de ∆δWΣ s’e´crit :
∆δWΣ(∆u, δu) =
∫︂
Σ
δu · p (div∆un− gradT∆un+ ρfg(ez ·∆u)n)ds (B.8)
A partir de ces expressions nous pouvons de´tailler la diffe´rence suivante :
∆δWΣ(∆u, δu)−∆δWΣ(δu,∆u) = α+ β + γ (B.9)
ou`
α = −
∫︂
Σ
p (div∆u δu− divδu ∆u) · n ds (B.10)
β =
∫︂
Σ
p (δu · gradT∆u n−∆u · gradTδu n) ds (B.11)
γ = ρfg
∫︂
Σ
(δu (ez ·∆u)−∆u (ez · δu)) · n ds (B.12)
L’expression Eq. (B.12) contient un produit mixte tel que :
γ = ρfg
∫︂
Σ
(ez × (δu×∆u)) · n ds (B.13)
En remarquant la relation suivante :
δu · gradT∆u n = grad∆u δu · n (B.14)
∆u · gradTδu n = gradδu ∆u · n (B.15)
l’ Eq. (B.11) devient :
β =
∫︂
Σ
p (gradδu ∆u− grad∆u δu) · n ds (B.16)
Finalement , nous a` partir de l’expression suivante
rot(δu×∆u) = div∆u δu− grad∆u δu− divδu∆u+ gradδu ∆u (B.17)
p = −ρfg(x · ez − h) (B.18)
nous obtenons
α+ β = −
∫︂
Σ
p rot(δu×∆u) · n ds (B.19)
= −
∫︂
Σ
rot(p δu×∆u) · n ds+
∫︂
Σ
gradp× (δu×∆u) · n ds (B.20)
= −
∫︂
Σ
rot(p δu×∆u) · n ds−ρf g
∫︂
Σ
ez × (δu×∆u) · n ds⏞ ⏟⏟ ⏞
−γ
(B.21)
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En prenant en compte les Eqs. (B.13) et (B.21) et en utilisant les formules de Green-Ostrogradski, l’
Eq. (B.9) devient :
∆δWΣ(∆u, δu)−∆δWΣ(δu,∆u) = −
∫︂
Σ
rot(p δu×∆u) ds (B.22)
= −
∮︂
∂Σ
p (δu×∆u) · dl (B.23)
ou` ∂Σ est le bord curviligne de la surface mouille´e. Cette e´quation est explicitement utilise´e en Section
2.3 afin de prouver la syme´trie de la forme ∆δWΣ.
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Annexe C
Ligne de niveau
• De´coupage d’e´le´ments quadratiques a` 8 nœuds
• Calculs de nouveaux points de Gauss et poids de Gauss associe´s
• Mise en donne´e et interface graphique pour la visualisation des cas rencontre´s
• Support curviligne de la ligne de contact
Nous rappelons que la me´thode de ligne de niveau se base sur la recherche de la courbe de´finie par
une fonction scalaire ϕ(x) = 0. Dans notre cas, cette fonction est de´finie par :
ϕ(x) = x · ez − h (C.1)
avec h la hauteur de fluide.
C.1 Discre´tisation EF de la ligne de niveau
Nous faisons le choix de travailler sur une fonction ligne de niveau discre´tise´e par e´le´ments finis :
ϕh(x) =
nnode∑︂
i=1
ϕiNi(x) (C.2)
avec ϕi les valeurs de la ligne de niveau aux noeud du maillage conside´re´ et Ni les fonctions de
formes e´le´ments finis. Cette approximation apporte des erreurs de`s la discre´tisations. En effet, l’iso-zero
de la ligne de niveau de la ge´ome´trie ne sera pas co¨ıncidente a` l’iso-zero des e´le´ments surfaciques.
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C.2 De´coupage d’e´le´ments quadratiques a` 8 nœuds
”De´couper” un e´le´ment revient a` (i) trouver la l’iso-zero de la ligne de niveau a` l’inte´rieur de
l’e´le´ment de re´fe´rence et (ii) proposer une discre´tisation de cet e´le´ment de re´fe´rence pour proposer des
nouveaux points de Gauss et poids de Gauss ne´cessaire a` l’inte´gration nume´rique. D’un point de vue
mathe´matique, dans un e´le´ment de re´fe´rence, cela revient a` trouver (ξ, eta) ∈ [−1, 1]× [−1, 1] tels que :
ϕe(ξ, η) = α1 + α2ξ + α3η + α4ξ2 + α5η2 + α6ξη + α7ξη2 + α8ξ2η (C.3)
avec dans notre cas :
α1 = −0.25 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4) + 0.5 (ϕ5 + ϕ6 + ϕ7 + ϕ8) (C.4)
α2 = 0.5 (ϕ6 − ϕ8) (C.5)
α3 = 0.5 (−ϕ5 + ϕ7) (C.6)
α4 = 0.25 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4)− 0.5 (ϕ5 + ϕ7) (C.7)
α5 = 0.25 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4)− 0.5 (ϕ6 + ϕ8) (C.8)
α6 = 0.25 (ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 − ϕ4) (C.9)
α7 = 0.25 (−ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 − ϕ4) + 0.5 (−ϕ6 + ϕ8) (C.10)
α8 = 0.25 (−ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 + ϕ4) + 0.5 (ϕ5 − ϕ7) (C.11)
Nous ferons attention car ces coefficients de´pendent des fonctions de formes et de l’imple´mentation de
celle-ci. Dans notre cas, nous nous sommes base´s sur les fonctions propose´s dans [Gmur].
Une premie`re approche consiste a` chercher les zeros de cette fonction sur le bord d’un e´le´ment de
re´fe´rence. Dans ce cas, quatre e´quations du second degre´ sont a` conside´rer :
Pour chaque cas, nous retrouvons une e´quation du second degre´. Nous cherchons en particulier les
solutions re´elles de´finies sur un intervalle restreint a` [−1, 1] pour les quatre cas. Pour plus de clarete´,
nous stockerons ces solutions dans un vecteur qui liste les 8 racines potentielles de mane`re suivante :
r = [η1 η2 η3 η4 ξ1 ξ2 ξ3 ξ4]T
= [r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8]T (C.12)
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ϕ(ξ, η) = 0
Cas ξ = −1 (α1 − α2 + α4) + (α3 − α6 + α8)η + (α5 − α7)η2
Cas ξ = 1 (α1 + α2 + α4) + (α3 + α6 + α8)η + (α5 − α7)η2
Cas η = −1 (α1 + α3 + α5) + (α2 + α6 + α7)ξ + (α4 − α8)ξ2
Cas η = 1 (α1 + α3 + α5) + (α2 + α6 + α7)ξ + (α4 + α8)ξ2
Table C.1 – Polynomes du second degre´ a` re´soudre sur les bords de l’e´le´ments de re´fe´rence
tels que le couple (r1, r2), (r2, r3), (r5, r6) et (r7, r8) sont les couples solutions des cas ξ = −1, ξ = 1,
η = −1 et η = 1. Nous pouvons ainsi lister les possibilite´s et en de´duire le nombre de cas que nous
serons amener a` traiter. Dans notre cas, nous avons au maximum 8 solutions re´elles comprises sur
l’intervalle [−1, 1] et au minimum 1 solution re´elle. Re´pertorions le nombre de cas minimum a` traiter
sous forme de liste :
1 racine 1 parmi 8 8
2 racines distinctes 2 parmi 8 28
3 racines distinctes 3 parmi 8 56
4 racines distinctes 4 parmi 8 70
5 racines distinctes 5 parmi 8 56
6 racines distinctes 6 parmi 8 28
7 racines distinctes 7 parmi 8 8
8 racines distinctes 8 parmi 8 1
Total de possibilite´s >255
Table C.2 – Estimation du nombre de cas a` traiter
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C.2.1 Cas a` deux racines distinctes
η
1
2
3
4
5
6
7
8
ϕ(x) = 0
ex
ey
ez
ξ
−1
−1 1
1
1 2
34
5
6
7
8
34
5
6
8
1 2
34
5
6
7
8
1 2
34
5
6
7
8
1 2
Cas de référence
Figure C.1 – Exemple cas 1 dans l’e´le´ment re´el
Cas 1 rotation
(r1, r2) 0
(r3, r4) −π
(r5, r6) −π/2
(r7, r8) π/2
Table C.3 – Couples solutions cas 1
η
1
2
3
4
5
6
7
8
ϕ(x) = 0
ξ
ez
eyex
−1
−1 1
1
1 2
34
5
6
7
8
1 2
34
5
6
7
8
Cas de référence
Figure C.2 – Exemple cas 2 dans l’e´le´ment re´el
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Cas 2 rotation
(r1, r3) , (r2, r3) 0
(r1, r4) , (r2, r4)
(r5, r7) , (r5, r8) −π/2
(r6, r7) , (r6, r8)
Table C.4 – Couples solutions cas 2
η
1
2
3
4
5
6
7
8
ϕ(x) = 0
ξ
ez
eyex
ξ
η
−1
−1 1
1
1 2
34
5
6
7
8
34
5
6
8
1 2
34
5
6
7
8
1
1 2
34
5
6
7
8
1 2
Cas 1 Cas 2
Cas 3 Cas 4
Cas de référence
Figure C.3 – Exemple cas 3 dans l’e´le´ment re´el
Cas 3 rotation
(r1, r5) , (r1, r6) 0
(r2, r5) , (r2, r6)
(r1, r8) , (r1, r7) π/2
(r2, r8) , (r2, r7)
(r3, r8) , (r3, r7) 3π/2
(r4, r8) , (r4, r7)
(r3, r5) , (r3, r6) −π/2
(r4, r5) , (r4, r6)
Table C.5 – Couples solutions cas 3
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C.2.2 Ligne de contact
Figure C.4 – Support EF curviligne de la ligne de contact
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C.3 Interface graphique pour la de´tection de cas
Figure C.5 – Interface graphique pour faciliter le de´veloppement de la fonction ligne de niveau avec :
le maillage de la surface interne, la se´lection des e´le´ments a` de´couper, la se´lection d’une hauteur de
fluide, l’e´le´ment re´el, l’e´le´ment de re´fe´rence contenant l’iso-zero de la ligne de niveau.
257
ANNEXE D
258
Annexe D
De´veloppements mathe´matiques
associe´s a` la PGD
De´veloppements des formes continues et des ope´rateurs discre´tise´s associe´s au chapitre sur la
re´duction de mode`le a priori.
• Formes continues des ope´rateurs
• Formes discre`tes des ope´rateurs (vecteurs et matrices tangentes)
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D.1 De´veloppement des formes continues
D.1.1 De´veloppement de δGint
δGint(Λ, λ) =
∫︂
I
∫︂
Ω
δEΛ : D : E dV dp =
12∑︂
i=1
ai (D.1)
a1 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ2ε(δΛ) : D : ε(Λ)dV dp (D.2)
a2 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ3ε(δΛ) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.3)
a3 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ3(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : ε(Λ)dV dp (D.4)
a4 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ4(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.5)
a5 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λε(δΛ) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.6)
a6 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ2ε(δΛ) : D : (γ(Λ,u) + γ(u,Λ))dV dp (D.7)
a7 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ2(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.8)
a8 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ3(γ(δΛ,Λ) + γ(Λ, δΛ)) : D : (γ(Λ,u) + γ(u,Λ))dV dp (D.9)
a9 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ2(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : ε(Λ)dV dp (D.10)
a10 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ3(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.11)
a11 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.12)
a12 =
∫︂
I
∫︂
Ω
λ2(γ(δΛ,u) + γ(u, δΛ)) : D : (γ(Λ,u) + γ(u,Λ))dV dp (D.13)
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D.1.2 De´veloppement de δHint
∫︂
I
∫︂
Ω
δEλ : D : E dV dp =
12∑︂
i=1
ci (D.14)
c1 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ λ ε(Λ) : D : ε(Λ)dV dp (D.15)
c2 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ λ2 ε(Λ) : D : γ(Λ,Λ)dV dp (D.16)
c3 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ2λ2γ(Λ,Λ) : D : ε(Λ)dV dp (D.17)
c4 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ2λ3γ(Λ,Λ) : D : 12γ(Λ,Λ)dV dp (D.18)
c5 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ ε(Λ) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.19)
c6 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ λ ε(Λ) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u))dV dp (D.20)
c7 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ2λγ(Λ,Λ) : D : (ε(u) + γ(u,u))dV dp (D.21)
c8 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ2λ2γ(Λ,Λ) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u)))dV dp (D.22)
c9 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ λγ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : 12ε(Λ)dV dp (D.23)
c10 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ λ2γ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : 12γ(Λ,Λ)dV dp (D.24)
c11 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλγ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : (ε(u) + γ(u,u)) dV dp (D.25)
c12 =
∫︂
I
∫︂
Ω
δλ λγ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u)))dV dp (D.26)
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D.1.3 De´veloppement de δGext
δGext =
6∑︂
i=1
bi (D.27)
b1 = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛ · p λ(X,ξ ×X,η) dξ dη dp (D.28)
b2 = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛ · p λ2((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.29)
b3 = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛ · p λ3(Λ,ξ ×Λ,η) dξ dη dp (D.30)
b4 = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛ · p λ (u,ξ × u,η) dξ dη dp (D.31)
b5 = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛ · p λ((X,ξ × u,η) + (u,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.32)
b6 = −
∫︂
I
∫︂
∂tω
δΛ · p λ2((u,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ × u,η)) dξ dη dp (D.33)
D.1.4 De´veloppement de δHext
δHext =
6∑︂
i=1
di (D.34)
d1 = −
∫︂
I
∫︂
∂tΩ
δλpΛ · (X,ξ ×X,η) dξdη dp (D.35)
d2 = −
∫︂
I
∫︂
∂tΩ
δλp λΛ · ((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξdη dp (D.36)
d3 = −
∫︂
I
∫︂
∂tΩ
δλp λ2Λ · (Λ,ξ ×Λ,η) dξdη dp (D.37)
d4 = −
∫︂
I
∫︂
∂tΩ
δλpΛ · (u,ξ × u,η) dξdη dp (D.38)
d5 = −
∫︂
I
∫︂
∂tΩ
δλpΛ · ((X,ξ × u,η) + (u,ξ ×X,η)) dξdη dp (D.39)
d6 = −
∫︂
I
∫︂
∂tΩ
δλp λΛ ·Λ · ((u,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ × u,η)) dξdη dp (D.40)
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D.2 Ope´rateurs discre´tise´s et coefficients associe´s
D.2.1 Coefficients de Gint qui de´pendent de λ
Considering λ and the k first λi known, we can express the integration over the interval I of each
terms which depend on p. The Tab. D.1 recapitulates them all :
α1 =
∫︂
I
λ2 dp α2 =
∫︂
I
λ3 dp α3 =
∫︂
I
λ3 dp
α4 =
∫︂
I
λ4 dp α5i =
∫︂
I
λλi dp α5ij =
∫︂
I
λλiλj dp
α6i =
∫︂
I
λ2λi dp α7i =
∫︂
I
λ2λi dp α7ij =
∫︂
I
λ2λiλj dp
α8i =
∫︂
I
λ3λi dp α9i =
∫︂
I
λ2λi dp α10i =
∫︂
I
λ3λi dp
α11ij =
∫︂
I
λλiλj dp α11ijl =
∫︂
I
λλiλjλl dp α12ij =
∫︂
I
λ2λiλj dp
Table D.1 – Expressions de tous les α-coefficients qui de´pendent de p pour le calcul de δGint
D.2.2 Termes de Gint
Nous conside´rons la forme de Voigt de ε et γ, respectivement note´s ˆ︁ε et ˆ︁γ tels que :
ˆ︁ε(•) = [ε11 ε22 ε33 2 ε12 2ε23 2ε31]T (D.41)
ˆ︁γ(•,a) + ˆ︁γ(a, •) = [γ11 γ22 γ33 2γ12 2γ23 2γ31]T (D.42)
Nous reprenons les formes discre`tes B et BNL, qui de´pendent des fonctions de formes et de leurs
de´rive´s. Les formes de Voigt ˆ︁ε la partie syme´trique de ˆ︁γ sont donne´es par :
ˆ︁ε(δΛh) = B δr (D.43)
ˆ︁γ(δΛh,a) + ˆ︁γ(a, δΛh) = BNL(a) δr (D.44)
avec a un vecteur de R3 et δr le vecteur inconnu nodal virtuel. En conside´rant toutes ces notations,
les termes de Gint sont liste´s ci-dessous :
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G1 =
∫︂
Ω
BTD ˆ︁ε(Λ) dV (D.45)
G2 =
∫︂
Ω
BTD ˆ︁γ(Λ,Λ)dV (D.46)
G3 =
∫︂
Ω
BNL(Λ)TD ˆ︁ε(Λ)dV (D.47)
G4 =
∫︂
Ω
BNL(Λ)TD ˆ︁γ(Λ,Λ)dV (D.48)
G5i =
∫︂
Ω
BTD ˆ︁ε(Λ)dV (D.49)
G5ij =
1
2
∫︂
Ω
BTD (ˆ︁γ(Λi,Λj) + ˆ︁γ(Λj ,Λi))dV (D.50)
G6i =
∫︂
Ω
BTD (ˆ︁γ(Λ,Λi) + ˆ︁γ(Λi,Λ))dV (D.51)
G7i =
∫︂
Ω
BNL(Λ)TDˆ︁ε(Λi)dV (D.52)
G7ij =
1
2
∫︂
Ω
BNL(Λ)TD(ˆ︁γ(Λi,Λj) + ˆ︁γ(Λj ,Λi))dV (D.53)
G8i =
∫︂
Ω
BNL(Λ)TD (ˆ︁γ(Λ,Λi) + ˆ︁γ(Λi,Λ)) dV (D.54)
G9i =
∫︂
Ω
BNL(Λi)TDˆ︁ε(Λ)dV (D.55)
G10i =
∫︂
Ω
BNL(Λi)TDˆ︁γ(Λ,Λ)dV (D.56)
G11ij =
∫︂
Ω
BNL(Λi)TDˆ︁ε(Λj)dV (D.57)
G11ijl =
1
2
∫︂
Ω
BNL(Λi)TD (ˆ︁γ(Λj ,Λl) + ˆ︁γ(Λl,Λj)) dV (D.58)
G12ij =
∫︂
Ω
BNL(Λi)TD(ˆ︁γ(Λ,Λi) + ˆ︁γ(Λi,Λ)) dV (D.59)
D.2.3 Coefficients de Gext de´pendant de λ
β1 =
∫︂
I
p λ dp β2 =
∫︂
I
p λ2 dp β3 =
∫︂
I
p λ3 dp
β4ij =
∫︂
I
p λλi λj dp β5i =
∫︂
I
p λλi dp β6i =
∫︂
I
p λ2 λi dp
Table D.2 – Expressions de tous les β-coefficients qui de´pendent de p pour le calcul de δGext
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D.2.4 Forme discre`te de Gext
Ge1 = −
∫︂
∂tω
NT(X,ξ ×X,η) dξ dη dp (D.60)
Ge2 = −
∫︂
∂tω
NT((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.61)
Ge3 = −
∫︂
∂tω
NT(Λ,ξ ×Λ,η) dξ dη dp (D.62)
Ge4ij = −
∫︂
∂tω
NT(Λi,ξ ×Λj,η) dξ dη dp (D.63)
Ge5i = −
∫︂
∂tω
NT((X,ξ ×Λi,η) + (Λi,ξ ×X,η)) dξ dη dp (D.64)
Ge6i = −
∫︂
∂tω
NT((Λi,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×Λi,η)) dξ dη dp (D.65)
D.3 Ope´rateurs tangents
D.3.1 Matrice analogue a` une raideur mate´riau
Km = α1
∫︂
Ω
BTDB dV
+ α2
∫︂
Ω
(BTDBNL(Λ) +BTNL(Λ)DB)dV
+ α4
∫︂
Ω
BTNL(Λ)DBNL(Λ)dV
+
k∑︂
i
α6i
∫︂
Ω
(BTDBNL(Λi) +BTNL(Λi)DB)dV
+
k∑︂
i
α8i
∫︂
Ω
(BTNL(Λi)DBNL(Λ) +BTNL(Λ)DBNL(Λi))dV
+
k∑︂
i
k∑︂
j
α12ij
∫︂
Ω
BTNL(Λi)DBNL(Λj)dV dp (D.66)
D.3.2 Matrice analogue a` une raideur ge´ome´trique
Kg =
∫︂
Ω
GTNLSNLGNLdV (D.67)
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avec GNL et SNL de´taille´s ci-dessous :
SNL =
⎛⎜⎝S
′ O O
O S′ O
O O S′
⎞⎟⎠ and GNL =
⎛⎜⎝G
′ 0 0
0 G′ 0
0 0 G′
⎞⎟⎠ (D.68)
et
G′ =
⎛⎜⎝N1,ξ 0 0 N2,ξ 0 . . . Nne,ξN1,η 0 0 N2,η 0 . . . Nne,η
N1,ζ 0 0 N2,ζ 0 . . . Nne,ζ
⎞⎟⎠ and 0 =
⎛⎜⎝00
0
⎞⎟⎠ (D.69)
L’ope´rateur SNL de´pend de S
′ =
∫︂
I
DE dp tel que :
S′ = α2
1
2ε(Λ) + α4
1
2γ(Λ,Λ)
+
k∑︂
i=1
α7i
1
2ε(Λi) +
k∑︂
i=1
α8iγ(Λi,Λ) + γ(Λ,Λi))
+
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
α7ij
1
2γ(Λi,Λj) (D.70)
D.3.3 Matrice analogue a` une raideur des forces suiveuses
Kf = −β2
∫︂
Ω
NT(ΩξN,η −ΩηN,ξ)dV (D.71)
− β3
∫︂
Ω
NT(AξN,η −AηN,ξ)dV (D.72)
−
k∑︂
i=1
β6i
∫︂
Ω
NT(AiξN,η −AiηN,ξ)dV (D.73)
avec Ωξ, Ωη, Aξ, Aη, Aiξ et Aiη qui sont des matrices anti-syme´trique a` un produit scalaire :
Ωξ =
⎛⎜⎝ 0 −Z,ξ Y,ξZ,ξ 0 −X,ξ
−Y,ξ X,ξ 0
⎞⎟⎠ and Ωη =
⎛⎜⎝ 0 −Z,η Y,ηZ,η 0 −X,η
−Y,η X,η 0
⎞⎟⎠ (D.74)
Aξ =
⎛⎜⎝ 0 −Λz,ξ Λy,ξΛz,ξ 0 −Λx,ξ
−Λy,ξ Λx,ξ 0
⎞⎟⎠ and Aη =
⎛⎜⎝ 0 −Λz,η Λy,ηΛz,η 0 −Λx,η
−Λy,η Λx,η 0
⎞⎟⎠ (D.75)
Aiξ =
⎛⎜⎝ 0 −Λiz,ξ Λiy,ξΛiz,ξ 0 −Λix,ξ
−Λiy,ξ Λix,ξ 0
⎞⎟⎠ and Aiη =
⎛⎜⎝ 0 −Λiz,η Λiy,ηΛiz,η 0 −Λix,η
−Λiy,η Λix,η 0
⎞⎟⎠ (D.76)
.
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D.4 Coefficients de δH de´pendant de Λ
Nous rappelons l’expression de l’e´quation du proble`me en parame`tre de pression :
δH(λ) =
∫︂
I
δλ(q0 + r0p+ (q1 + r1 p)λ+ (q2 + r2 p)λ2 + q3λ3) dp = 0 (D.77)
avec les qi exprime´s ci-dessous
q0 =
k∑︂
i=1
(θ5i + θ6i) +
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
(θ5ij + θ11ij)λiλj +
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
k∑︂
l=1
θ11ijl λi λj λl (D.78)
q1 = θ1 +
k∑︂
i=1
(θ6i + 2θ7i + θ9i)λi +
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
(2θ7ij + θ12ij)λiλj (D.79)
q2 = θ2 + θ3 +
k∑︂
i=1
(θ8i + θ10i)λi (D.80)
q3 = θ4 (D.81)
et les coefficients θ donne´s en Tab. D.3.
θ1 =
∫︂
Ω
ε(Λ) : D : ε(Λ) dV θ2 =
∫︂
Ω
ε(Λ) : D : γ(Λ,Λ) dV
θ3 =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λ) : D : ε(Λ) dV θ4 =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λ) : D : γ(Λ,Λ) dV
θ5i =
∫︂
Ω
ε(Λ) : D : ε(Λi) dV θ5ij =
∫︂
Ω
ε(Λ) : D : γ(Λi,Λj) dV
θ6i =
∫︂
Ω
∫︂
Ω
δλ λ ε(Λ) : D : (γ(u,Λ) + γ(Λ,u)) dV
θ7i =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λ) : D : ε(Λi) dV θ7ij =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λ) : D : γ(Λi,Λj) dV
θ8i =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λ) : D : (γ(Λi,Λ) + γ(Λ,Λi))) dV
θ9i =
∫︂
Ω
γ(Λ,u) + γ(u,Λ)) : D : ε(Λ) dV
θ10i =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λi) + γ(Λi,Λ)) : D : γ(Λ,Λ) dV
θ11ij =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λi) + γ(Λi,Λ)) : D : ε(Λj) dV
θ11ijl =
∫︂
Ω
γ(Λ,Λi) + γ(Λi,Λ)) : D : γ(Λj ,Λl) dV
θ12ij =
∫︂
Ω
γ(Λ,u) + γ(Λi,Λ)) : D : (γ(Λi,Λ) + γ(Λ,u))) dV
Table D.3 – θ-coefficients qui de´pendent de Λ et Λi pour calculer les coefficients qi
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Les ri coefficients sont donne´s par :
r0 = κ1 +
k∑︂
i=1
κ5iλi +
k∑︂
i=1
k∑︂
j=1
κ4ijλi λj (D.82)
r1 = κ2 +
k∑︂
i=1
κ6iλi (D.83)
r2 = κ3 (D.84)
avec les κ-coefficients de´taille´s en Tab. D.4.
κ1 =
∫︂
∂tΩ
Λ · (X,ξ ×X,η) dξdη
κ2 =
∫︂
∂tΩ
Λ · ((X,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×X,η)) dξdη
κ3 =
∫︂
∂tΩ
Λ · (Λ,ξ ×Λ,η) dξdη
κ4ij =
∫︂
∂tΩ
Λ · (Λi,ξ ×Λj,η) dξdη
κ5i =
∫︂
∂tΩ
Λ · ((X,ξ ×Λi,η) + (Λi,ξ ×X,η)) dξdη
κ6i =
∫︂
∂tΩ
Λ · ((Λi,ξ ×Λ,η) + (Λ,ξ ×Λi,η)) dξdη
Table D.4 – κ-coefficients qui de´pendent de Λ et Λi pour calculer les coefficients ri
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Projection de champs EF entres
maillages
La projection d’un champ EF entres diffe´rents maillages consiste a` exprimer le champ d’une solution
EF qmesh−2 sur un maillage (maillage 2) sachant la solution EF qmesh−1 sur un maillage existant
(maillage 1).
Maillage 1 Maillage 2
Figure E.1 – Passer du maillage 1 au maillage 2
E´tape 1 Pour chaque noeuds du maillage 2, de´terminer si il est inclus ou non dans une maille
du maillage 1 ;
E´tape 2 Si ce point est inclus, calculer la valeur interpole´e du champ appartenant au maillage
1 en ce point ;
Point du maillage 2 inclu 
dans la maille du maillage 1
Figure E.2 – Point du maillage 2 inclu dans une maille
Cas particulier Si un point du maillage n’est pas inclus dans un e´le´ment du maillage 1, c’est
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un cas particulier qui sera traite´ ulte´rieurement.
E.1 Projection entre deux maillages volumiques
Dans la pratique, il est ne´cessaire de calculer la position d’un point dans l’e´le´ment de re´fe´rence
connaissant la position de ce point dans l’e´le´ment re´el (voir Fig. E.3).
Figure E.3 – Calculer les valeurs des parame`tres
Tout d’abord nous calculons le centre d’un e´le´ment dans l’e´le´ment re´el et nous calculons la distance
maximal entre les points de l’e´le´ment par rapport au centre (voir Fig. E.4a). Dans un deuxie`me temps,
nous ne se´lections que les points du maillage 2 inclus dans cette boule de rayon d (voir Fig. E.4b).
Points du maillage 2
inclus
Figure E.4 – Inverse mapping
Pour chaque point inclus dans cette boule, il faut re´soudre un syste`me non line´aire. C’est a` dire que
nous connaissons la valeurs xi du nuage dans l’e´le´ment re´el et nous cherchons les parame`tres (ri, si, ti)
associe´s tels que :
x(ri, si, ti) = xi (E.1)
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avec x le champ discre´tise´ combinaison line´aire des fonctions de formes est de´fini comme suit :
x =
∑︂
j
ϕj(r, s, t)xj (E.2)
Algorithme E.1 : Algorithme inverse maping
Initialisation r(0) = (r(0), s(0), t(0))
Calculer distance d(0) =| X(r(0))−Xi |
Tant que d(k) < 1× 10−6
Calculer jacobian matrix J(k) = J(r(k))
Re´soudre J(k)dr = d(k)
Mettre a` jour solution r(k+1) = r(k) + dq
Calculer distance d(k+1) =| X(r(k+1))−Xi |
Fin tant que
Table E.1 – Algorithme inverse maping
Algorithm E.2 : Projection de champ EF entres maillages
Boucle sur les e´le´ments du maillage 1
Calculer Centre de l’e´le´ment xc
Calculer Rayon boule
Calculer Distance nœuds maillage 2
Boucle sur le nuage proche d(k) < 1× 10−6
Algorithme (r, s, t) = Inverse mapping
Test | r |< 1 ?
Test | s |< 1 ?
Test | t |< 1 ?
Si point inclus dans maillage
Interpolation EF du champ en ce point
Fin boucle nuage proche distance d(k+1) =| X(r(k+1))−Xi |
Fin boucle sur les e´le´ments
Table E.2 – Algorithme de projection de champs EF
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Christophe HOAREAU
Vibrations hydroe´lastiques de re´servoirs e´lastiques
couple´s a` un fluide interne incompressible a` surface libre
autour d’un e´tat pre´contraint
Re´sume´ : Cette the`se de doctorat porte sur le calcul par la me´thode des e´le´ments finis du compor-
tement dynamique de re´servoirs e´lastiques pre´contraints contenant un liquide interne a` surface
libre. Nous conside´rons que la pression hydrostatique exerce´e par le fluide interne incompressible
sur les parois flexibles du re´servoir est a` l’origine de grands de´placements, conduisant ainsi a` un
e´tat d’e´quilibre non-line´aire ge´ome´trique. Le changement de raideur lie´ a` cet e´tat pre´contraint
induit un de´calage des fre´quences de re´sonances du proble`me de vibrations line´aires couple´es.
L’objectif principal du travail est donc d’estimer, par des approches nume´riques pre´cises et effi-
caces, l’influence des non-line´arite´s ge´ome´triques sur le comportement hydroe´lastique du syste`me
re´servoir/liquide interne autour de diffe´rentes configurations d’e´quilibre. La me´thodologie de´ve-
loppe´e s’effectue en deux e´tapes. La premie`re consiste a` calculer l’e´tat statique non-line´aire par
une approche e´le´ments finis lagrangienne totale. L’action du fluide sur la structure est ici mode´li-
se´e par des forces suiveuses hydrostatiques. La deuxie`me e´tape porte sur le calcul des vibrations
couple´es line´arise´es. Un mode`le d’ordre re´duit original est notamment propose´ pour limiter les
couˆts de calcul associe´s a` l’estimation de l’effet de masse ajoute´e. Enfin, divers exemples sont
propose´s et compare´s a` des re´sultats de la litte´rature (issus de simulations nume´riques ou d’es-
sais expe´rimentaux) pour montrer l’efficacite´ et la validite´ des diffe´rentes approches nume´riques
de´veloppe´es dans ce travail.
Mots cle´s : Interaction fluide-structure, Me´thode des e´le´ments-finis, Forces suiveuses hydrosta-
tiques, Pre´contrainte, Hydroe´lasticite´, Masse ajoute´e, Mode`le d’ordre re´duit
Abstract : This doctoral thesis focuses on the calculation by the finite element method of the
dynamic behavior of prestressed elastic tanks containing an internal liquid with a free surface. We
consider that the hydrostatic pressure exerted by the incompressible internal fluid on the flexible
walls of the tank causes large displacements, thus leading to a geometric non-linear equilibrium
state. The change of stiffness related to this prestressed state induces a shift in the resonance
frequencies of the coupled linear vibration problem. The main objective of the work is therefore
to estimate, through precise and efficient numerical approaches, the influence of geometric non-
linearities on the hydroelastic behavior of the reservoir/internal liquid system around different
equilibrium configurations. The methodology developed is carried out in two stages. The first one
consists in calculating the non-linear static state by a total Lagrangian finite element approach.
The action of the fluid on the structure is modelled here by hydrostatic following forces. The
second step is the calculation of linearized coupled vibrations. In particular, an original reduced
order model is proposed to limit the calculation costs associated with the estimation of the added
mass effect. Finally, various examples are proposed and compared with results from the literature
(from numerical simulations or experimental tests) to show the effectiveness and validity of the
different numerical approaches developed in this work.
Keywords : Fluid-structure interaction, Finite element method, Hydrostatic follower forces, Pres-
tressing, Hydroelasticity, Added mass, Reduced order model
